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TESTE N.º 4 – Proposta de resolução  
 

1. 
1.1. Opção (A)  

Consideremos os acontecimentos: 

  F: “O convidado é familiar da Diana.” 

  V: “O convidado é vegetariano.” 

  Sabemos que: 

• 𝑃𝑃(𝐹𝐹) = 0,48 

• 𝑃𝑃(𝑉𝑉|𝐹𝐹) = 1
6
 

• 𝑃𝑃�𝑉𝑉�𝐹𝐹� = 1
2
 

Colocando estes dados num diagrama de árvore, obtém-se: 

                   
             0,48                                                                   

 
 

 

 

  

Pretende-se determinar 𝑃𝑃�𝐹𝐹 ∪ 𝑉𝑉� − 𝑃𝑃(𝐹𝐹 ∩ 𝑉𝑉).  

𝑃𝑃� 𝐹𝐹 ∪ 𝑉𝑉� − 𝑃𝑃�𝐹𝐹 ∩ 𝑉𝑉� = 𝑃𝑃�𝐹𝐹� + 𝑃𝑃(𝑉𝑉)− 𝑃𝑃�𝐹𝐹 ∩ 𝑉𝑉� − 𝑃𝑃�𝐹𝐹 ∩ 𝑉𝑉� = 

                                   = 0,52 + 0,34 − 0,26 − 0,26 = 

                                   = 0,34 

  
1.2. Seja 𝑛𝑛 o número de primos da Diana. 

O número de maneiras de a Diana, as duas irmãs e os primos se disporem aleatoriamente, lado a 

lado, para a fotografia é (𝑛𝑛 + 3)! 

 O número de maneiras de a Diana e as irmãs ficarem juntas é 3! (𝑛𝑛 + 1)!. 

 Assim: 

  3!×(𝑛𝑛+1)!
(𝑛𝑛+3)!

= 1
15
⇔ 6×(𝑛𝑛+1)!

(𝑛𝑛+3)(𝑛𝑛+2)(𝑛𝑛+1)!
= 1

15
⇔ 6

(𝑛𝑛+3)(𝑛𝑛+2) = 1
15

 

                                                           ⇔ 6 × 15 = (𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 2)  

 ⇔ 90 = 𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 + 6 

 ⇔ 𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 84 = 0 

                                                           ⇔ 𝑛𝑛 = −5±�52−4×1×(−84)
2×1

  

   
0,52 

𝐹𝐹 

𝐹𝐹 

𝑉𝑉 
 

𝑉𝑉 

𝑉𝑉 

𝑉𝑉 

   1
2
 

   1
2
 

   5
6
 

   1
6
 

𝑃𝑃(𝐹𝐹 ∩ 𝑉𝑉) = 0,48 × 1
6

= 0,08  
 

𝑃𝑃�𝐹𝐹 ∩ 𝑉𝑉� = 0,52 × 1
2

= 0,26  
 

𝑃𝑃(𝑉𝑉) = 0,08 + 0,26 = 0,34  
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                                                           ⇔ 𝑛𝑛 = −5±√361
2

 

                                                           ⇔ 𝑛𝑛 = −5±19
2

 

                                                           ⇔ 𝑛𝑛 = −12 ∨ 𝑛𝑛 = 7  

Eram 7 os primos da Diana. 

 

1.3. Opção (B) 
Sabe-se que a Diana convidou 50 pessoas e que 48% dos convidados são familiares. Assim, 

existem 0,48 × 50 = 24 familiares na festa e os restantes 26 convidados são amigos. 

Cada familiar enviou uma fotografia, logo existem 24 fotografias enviadas por familiares e, como 

cada amigo enviou duas fotografias, existem 2 × 26 = 52 fotografias enviadas por amigos. 

Como a irmã da Diana definiu que iria escolher 40 fotografias, metade enviadas pelos familiares e 

metade enviadas pelos amigos, terá de escolher 20 fotografias, das 24 enviadas por familiares, e 

20 fotografias, das 52 enviadas pelos amigos  

Como pretende escolher obrigatoriamente as fotografias enviadas pelos pais, pelas duas irmãs e 

pelo melhor amigo da Diana, a expressão que dá o número de maneiras de fazer a sua escolha é 

𝐶𝐶44 × 𝐶𝐶1620 × 𝐶𝐶22 × 𝐶𝐶1850 = 𝐶𝐶1620 × 𝐶𝐶1850 . 

 
2. Opção (C) 

     lim 𝑢𝑢𝑛𝑛 = lim �1 + √2
𝑛𝑛
�
2𝑛𝑛

= �lim �1 + √2
𝑛𝑛
�
𝑛𝑛
�
2

= �𝑒𝑒√2�
2

= 𝑒𝑒2√2 

Assim: 

lim 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛) = lim
𝑥𝑥→𝑒𝑒2√2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ln �3 𝑒𝑒2√2� = ln(3) + ln � 𝑒𝑒2√2� = ln(3) + 2√2 

 

3. Opção (D) 
Sabe-se que as coordenadas do ponto 𝐴𝐴 são (cosα, sen α). 

Uma vez que o ponto 𝐴𝐴 pertence ao segundo quadrante, 

concluímos que cosα < 0 e  senα > 0. 

Seja 𝐴𝐴′ a projeção ortogonal de 𝐴𝐴 sobre o eixo 𝑂𝑂𝑥𝑥. 

𝐴𝐴[𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴] = 2 × 𝐴𝐴[𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′] = 2 ×
𝐴𝐴′𝐶𝐶����� + 𝐴𝐴𝐴𝐴����

2
× 𝐴𝐴𝐴𝐴′����� = 

                                     = 2 × 1−cosα−2cosα
2

× senα = 

                                     = (1 − 3cosα)senα = 

                                     = senα − 3cosα senα = 
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                                     = senα − 3
2

× 2 senα cosα = 

                                         = senα − 3
2

 sen(2α) 

 

4. Em ℝ−: 

    𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥+1
𝑥𝑥2
�
′

= (𝑥𝑥+1)′×𝑥𝑥2−(𝑥𝑥+1)×�𝑥𝑥2�
′

(𝑥𝑥2)2 = 1×𝑥𝑥2−(𝑥𝑥+1)×2𝑥𝑥
𝑥𝑥4

= 

                                                               = 𝑥𝑥2−2𝑥𝑥2−2𝑥𝑥
𝑥𝑥4

= 

                                                               = −𝑥𝑥2−2𝑥𝑥
𝑥𝑥4

= 

                                                               = −𝑥𝑥−2
𝑥𝑥3

  

 

  𝑔𝑔′′(𝑥𝑥) = �−𝑥𝑥−2
𝑥𝑥3

�
′

= (−𝑥𝑥−2)′×𝑥𝑥3−(−𝑥𝑥−2)×�𝑥𝑥3�
′

(𝑥𝑥3)2 = −1×𝑥𝑥3−(−𝑥𝑥−2)×3𝑥𝑥2

𝑥𝑥6
= 

                                                                  = −𝑥𝑥3+3𝑥𝑥3+6𝑥𝑥2

𝑥𝑥6
= 

                                                                  = 2𝑥𝑥3+6𝑥𝑥2

𝑥𝑥6
= 

                                                                  = 𝑥𝑥2(2𝑥𝑥+6)
𝑥𝑥6

= 

                                                                  = 2𝑥𝑥+6
𝑥𝑥4

  

𝑔𝑔′′(𝑥𝑥) = 0  

Em ℝ−: 
2𝑥𝑥+6
𝑥𝑥4

= 0  

⟺ 2𝑥𝑥 + 6 = 0 ∧   𝑥𝑥4 ≠ 0   

⟺ 𝑥𝑥 = −3  
 

𝑥𝑥 −∞ −3  0 

Sinal de 𝑔𝑔′′ − 0 + n.d. 

Variação de 𝑔𝑔′  
𝑔𝑔′(−3) 

mín. 
 n.d. 

 

 

𝑔𝑔′(−3) = −(−3)−2
(−3)3

= − 1
27

 é, então, o declive da reta 𝑟𝑟, reta tangente ao gráfico de 𝑔𝑔 que apresenta 

menor declive. 

A equação reduzida da reta 𝑟𝑟 é da forma 𝑦𝑦 = − 1
27
𝑥𝑥 + 𝑏𝑏. 

Como o ponto de coordenadas �−3,𝑔𝑔(−3)� = �−3, −3+1
(−3)2

� = �−3,−2
9
� pertence à reta 𝑟𝑟, vem que: 
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−
2
9

= −
1

27
× (−3) + 𝑏𝑏 ⟺−

2
9

=
3

27
+ 𝑏𝑏 ⟺ 𝑏𝑏 = −

2
9
−

1
9
 

                                                                ⟺ 𝑏𝑏 = −3
9
 

                                                                ⟺ 𝑏𝑏 = −1
3
 

Logo, a equação reduzida da reta 𝑟𝑟 é 𝑦𝑦 = − 1
27
𝑥𝑥 − 1

3
. 

Ponto 𝐴𝐴 (ponto de interseção da reta 𝑟𝑟 com o eixo das abcissas): 

0 = − 1
27
𝑥𝑥 − 1

3
⟺ 1

27
𝑥𝑥 = −1

3
⟺ 𝑥𝑥 = −9  

𝐴𝐴(−9, 0)  

Ponto 𝐴𝐴 (ponto de interseção da reta 𝑟𝑟 com o eixo das ordenadas): 

𝐴𝐴 �0,−1
3
�  

Área do triângulo [𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴]: 

𝐴𝐴[𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴] = 𝐴𝐴𝐴𝐴����×𝐴𝐴𝐴𝐴����
2

=
9×1

3
2

= 3
2
  

 
5. 𝐷𝐷 = {𝑥𝑥 ∈ ℝ: 𝑒𝑒𝑥𝑥 > 0} = ℝ 
    Em ℝ: 

𝑒𝑒𝑥𝑥(1 + 8𝑒𝑒−2𝑥𝑥) ≥ 6 ∧ ln(𝑒𝑒𝑥𝑥) > 0 ⇔ 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 8𝑒𝑒−𝑥𝑥 − 6 ≥ 0 ∧ 𝑥𝑥 > 0 

                                                                     ⇔ 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 8
𝑒𝑒𝑥𝑥
− 6 ≥ 0 ∧ 𝑥𝑥 > 0 

                                                       ⇔ 𝑒𝑒2𝑥𝑥−6𝑒𝑒𝑥𝑥+8
𝑒𝑒𝑥𝑥

≥ 0 ∧ 𝑥𝑥 > 0 

                                                       ⇔ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 6𝑒𝑒𝑥𝑥 + 8 ≥ 0 ∧ 𝑥𝑥 > 0 , pois 𝑒𝑒𝑥𝑥 > 0 ,∀𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

Vamos resolver a condição 𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 6𝑒𝑒𝑥𝑥 + 8 ≥ 0. 

Consideremos a mudança de variável 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 𝑦𝑦:  

𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 6𝑒𝑒𝑥𝑥 + 8 ≥ 0 ⇔�
𝑒𝑒𝑥𝑥=𝑦𝑦

𝑦𝑦2 − 6𝑦𝑦 + 8 ≥ 0 ⇔ 𝑦𝑦 ≤ 2 ∨ 𝑦𝑦 ≥ 4 ⇔�
𝑦𝑦=𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥 ≤ 2 ∨ 𝑒𝑒𝑥𝑥 ≥ 4 

 

Assim: 

𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 6𝑒𝑒𝑥𝑥 + 8 ≥ 0 ∧ 𝑥𝑥 > 0 ⇔ (𝑒𝑒𝑥𝑥 ≤ 2 ∨ 𝑒𝑒𝑥𝑥 ≥ 4) ∧ 𝑥𝑥 > 0 

                                              ⇔ (𝑥𝑥 ≤ ln (2) ∨ 𝑥𝑥 ≥ ln (4)) ∧ 𝑥𝑥 > 0 

    C.S. = ]0, ln(2)] ∪ [ln(4), +∞[ 

Cálculo auxiliar 

𝑦𝑦2 − 6𝑦𝑦 + 8 = 0 ⇔ 𝑦𝑦 =
6 ± √36 − 32

2
 

                          ⇔ 𝑦𝑦 = 6±2
2

 

                          ⇔ 𝑦𝑦 = 4 ∨ 𝑦𝑦 = 2 

 

 



 

                 Teste N.º 4 de Matemática A_12.º Ano                                                Expoente12  |    Daniela Raposo e Luzia Gomes                                                             
     

6. 
6.1. 𝑔𝑔 é contínua em 𝑥𝑥 = 0 se e só se existir lim

𝑥𝑥→0
𝑔𝑔(𝑥𝑥), isto é, lim

𝑥𝑥→0−
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→0+
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(0). 

• lim
𝑥𝑥→0−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0−

sen2𝑥𝑥−cos𝑥𝑥+1
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0−

sen2𝑥𝑥+1−cos𝑥𝑥
𝑥𝑥

= 

                           = lim
𝑥𝑥→0−

�sen
2𝑥𝑥
𝑥𝑥

+ 1−cos𝑥𝑥
𝑥𝑥

� = lim
𝑥𝑥→0−

�sen
2𝑥𝑥
𝑥𝑥

+ 1−cos2𝑥𝑥
𝑥𝑥(1+cos𝑥𝑥)

� = 

                           = lim
𝑥𝑥→0−

�sen𝑥𝑥
𝑥𝑥

× sen𝑥𝑥�+ lim
𝑥𝑥→0−

� sen2𝑥𝑥
𝑥𝑥(1+cos𝑥𝑥)

� = 

                           = lim
𝑥𝑥→0−

sen𝑥𝑥
𝑥𝑥

× lim
𝑥𝑥→0−

sen𝑥𝑥 + lim
𝑥𝑥→0−

sen𝑥𝑥
𝑥𝑥

× lim
𝑥𝑥→0−

sen𝑥𝑥
1+cos𝑥𝑥

= 

                           = 1 × 0 + 1 × 0 = 0 

• lim
𝑥𝑥→0+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0+

(𝑥𝑥ln𝑥𝑥) =⏞
(0×∞)

lim
𝑥𝑥→0+

ln��1𝑥𝑥�
−1
�

1
𝑥𝑥

= − lim
𝑥𝑥→0+

ln�1𝑥𝑥�
1
𝑥𝑥

 

    Consideremos a mudança de variável 1
𝑥𝑥

= 𝑦𝑦; 𝑥𝑥 → 0+ ⇒ 𝑦𝑦 → +∞. 

    − lim
𝑥𝑥→0+

ln�1𝑥𝑥�
1
𝑥𝑥

= − lim
𝑦𝑦→+∞

ln(𝑦𝑦)
𝑦𝑦

= −0 = 0 

• 𝑔𝑔(0) = 0 

Logo, 𝑔𝑔 é contínua em 𝑥𝑥 = 0. 

 
6.2. Em [−π, 0[: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sen2𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥 + 1 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2sen𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 + sen𝑥𝑥 
       𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 

2sen𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 + sen𝑥𝑥 = 0 ⇔ sen𝑥𝑥(2cos𝑥𝑥 + 1) = 0 

                                           ⇔ sen𝑥𝑥 = 0 ∨  2cos𝑥𝑥 + 1 = 0 

                                           ⇔ sen𝑥𝑥 = 0  ∨  cos𝑥𝑥 = −1
2
 

                                           ⇔ 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘π  ∨  𝑥𝑥 = 2π
3

+ 2𝑘𝑘π  ∨  𝑥𝑥 = −2π
3

+ 2𝑘𝑘π,𝑘𝑘 ∈ 𝚭𝚭   

Em [−π, 0[: 𝑥𝑥 = −𝜋𝜋 e 𝑥𝑥 = −2π
3

 
 

𝑥𝑥 −π  −
2π
3

  0 

Sinal de 𝑓𝑓′ 0 + 0 − n.d. 

Variação de 𝑓𝑓 
𝑓𝑓(−π) 

mín. 

 

 
𝑓𝑓 �−

2π
3
� 

Máx. 
 

 

n.d. 
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𝑓𝑓(−π) = 0 − (−1) + 1 = 2 

𝑓𝑓 �−
2π
3
� = �−

√3
2
�
2

− �−
1
2
� + 1 =

3
4

+
1
2

 + 1 =
9
4

  

  𝑓𝑓 é estritamente crescente em �−π,−2π
3
� e é estritamente decrescente em �− 2π

3
, 0�. 

       2 é mínimo relativo em −π;  9
4
 é máximo relativo em −2π

3
. 

 
7. 
7.1. Assíntotas verticais 

Como a função 𝑓𝑓 é contínua em todo o seu domínio, ℝ0
−, por se tratar da diferença entre duas 

funções contínuas, o gráfico de 𝑓𝑓 não admite qualquer assíntota vertical.  
  

   Assíntotas não verticais 
 Como a função 𝑓𝑓 tem domínio ℝ0

−, temos de estudar as assíntotas não verticais ao gráfico de  𝑓𝑓, 

apenas para 𝑥𝑥 ⟶ −∞:  

 𝑚𝑚 = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→−∞

√4𝑥𝑥2+5−2𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→−∞

�𝑥𝑥2�4+ 5
𝑥𝑥2
�−2𝑥𝑥

𝑥𝑥
= 

                               = lim
𝑥𝑥→−∞

|𝑥𝑥|  �4+ 5
𝑥𝑥2

 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥
= lim

𝑥𝑥→−∞

−𝑥𝑥  �4+ 5
𝑥𝑥2

  −  2𝑥𝑥

𝑥𝑥
= 

                  = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥�−  �4+ 5
𝑥𝑥2

 − 2�

𝑥𝑥
= lim

𝑥𝑥→−∞
�−  �4 + 5

𝑥𝑥2
 −  2� =  

                  = −  �4 + 5
+∞

 −  2 = −  √4 + 0  −  2 = −2 − 2 = −4   

𝑏𝑏 = lim
𝑥𝑥→−∞

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (−4𝑥𝑥)� = lim
𝑥𝑥→−∞

� �4𝑥𝑥2 + 5 − 2𝑥𝑥 + 4𝑥𝑥� = 

         =  lim
𝑥𝑥→−∞

� √4𝑥𝑥2 + 5 + 2𝑥𝑥� =  lim
𝑥𝑥→−∞

�√4𝑥𝑥2+5+2𝑥𝑥��√4𝑥𝑥2+5−2𝑥𝑥�
√4𝑥𝑥2+5−2𝑥𝑥

= 

         =  lim
𝑥𝑥→−∞

�√4𝑥𝑥2+5�
2
−(2𝑥𝑥)2

√4𝑥𝑥2+5−2𝑥𝑥
=  lim

𝑥𝑥→−∞

4𝑥𝑥2+5−4𝑥𝑥2

√4𝑥𝑥2+5−2𝑥𝑥
=   

         =  lim
𝑥𝑥→−∞

5
√4𝑥𝑥2+5−2𝑥𝑥

= 5
√+∞−(−∞)

= 5
+∞+∞

= 5
+∞

= 0   

Cálculos auxiliares 

𝑓𝑓′ �−
5π
6
� = 2 × �−

1
2
� × �−

√3
2
� + �−

1
2
� =

√3
2
−

1
2

   (> 0) 

𝑓𝑓′ �−
π
2
� = 0 − 1 = −1  (< 0) 

 

 
 



 

                 Teste N.º 4 de Matemática A_12.º Ano                                                Expoente12  |    Daniela Raposo e Luzia Gomes                                                             
     

 

Portanto, a reta de equação 𝑦𝑦 = −4𝑥𝑥 é assíntota oblíqua ao gráfico da função 𝑓𝑓, quando 𝑥𝑥 → −∞. 
 

 
7.2. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √4𝑥𝑥2 + 5 − 2𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ∈ ℝ0

−   

      𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = �√4𝑥𝑥2 + 5 − 2𝑥𝑥�
′

= �(4𝑥𝑥2 + 5)
1
2�
′
− (2𝑥𝑥)′ = 

               = 1
2

(4𝑥𝑥2 + 5)− 12 × (4𝑥𝑥2 + 5)′ − 2 = 1
2√4𝑥𝑥2+5

× 8𝑥𝑥 − 2 =  

               = 1
2√4𝑥𝑥2+5

× 8𝑥𝑥 − 2 = 4𝑥𝑥
√4𝑥𝑥2+5

− 2, 𝑥𝑥 ∈ ℝ0
− 

Como 𝐴𝐴 é um ponto do gráfico de 𝑓𝑓′, as coordenadas de 𝐴𝐴 são da forma (𝑥𝑥,𝑓𝑓′(𝑥𝑥)), ou seja,  

�𝑥𝑥, 4𝑥𝑥
√4𝑥𝑥2+5

− 2�, 𝑥𝑥 ∈ ℝ0
−. 

    Para que a distância de 𝐴𝐴 à origem seja igual a 5: 

𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴) = �(𝑥𝑥 − 0)2 + � 
4𝑥𝑥

√4𝑥𝑥2 + 5
− 2 − 0�

2
= 5 

ou seja, �𝑥𝑥2 + � 4𝑥𝑥
√4𝑥𝑥2+5

− 2�
2

= 5. 
 

Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, tem-se: 

𝑦𝑦1 = �𝑥𝑥2 + � 4𝑥𝑥
√4𝑥𝑥2+5

− 2�
2
                 

𝑦𝑦2 = 5 

Seja 𝐼𝐼 o ponto de interseção.  

As coordenadas de 𝐼𝐼 são 

 (−3,15;  5).  

 

 

Logo, as coordenadas do ponto 𝐴𝐴 são (−3,15; 𝑓𝑓′(−3,15)), ou seja, (−3,15;−3,88). 

 
8. Opção (B) 

Seja 𝑘𝑘 um número real.  

Seja 𝑔𝑔 a função, de domínio ℝ, definida por 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑘𝑘𝑥𝑥.  

 

Cálculo auxiliar 

𝑓𝑓′(−3,15) =
4 × (−3,15)

�4(−3,15)2 + 5
− 2 

                  ≈ −3,88 
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Sabemos que: 

 lim
𝑥𝑥→1

𝑘𝑘𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑘𝑘𝑒𝑒
1−𝑥𝑥

= 3𝑒𝑒 ⇔ lim
𝑥𝑥→1

𝑘𝑘𝑒𝑒�𝑒𝑒𝑥𝑥−1−1 �
1−𝑥𝑥

= 3𝑒𝑒 ⇔ lim
𝑥𝑥→1

−𝑘𝑘𝑒𝑒�𝑒𝑒𝑥𝑥−1−1 �
𝑥𝑥−1

= 3𝑒𝑒 

                                                              ⇔ −𝑘𝑘𝑒𝑒lim
𝑥𝑥→1

𝑒𝑒𝑥𝑥−1−1
𝑥𝑥−1

= 3𝑒𝑒 

Consideremos a mudança de variável 𝑥𝑥 − 1 = 𝑦𝑦; 𝑥𝑥 → 1 ⇒ 𝑦𝑦 → 0. 

−𝑘𝑘𝑒𝑒lim
𝑦𝑦→0

𝑒𝑒𝑦𝑦 − 1
𝑦𝑦

= 3𝑒𝑒 ⇔ −𝑘𝑘𝑒𝑒 × 1 = 3𝑒𝑒 ⇔ 𝑘𝑘 = −3 

Logo, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−3𝑥𝑥. 

𝑔𝑔 admite derivada finita em ℝ, pois 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = −3𝑒𝑒−3𝑥𝑥, para todo o 𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

Assim: 

lim
ℎ→0

𝑔𝑔(1+ℎ)−𝑔𝑔(1)
ℎ

=⏞
(1)

𝑔𝑔′(1) = −3𝑒𝑒−3 = − 3
𝑒𝑒3

  

(1)  pois 𝑔𝑔 admite derivada finita em 𝑥𝑥 = 1. 

 

9. Sabemos que 𝐴𝐴 �𝑎𝑎, 𝑒𝑒
𝑎𝑎

𝑎𝑎
� e 𝐴𝐴 �2𝑎𝑎, 𝑒𝑒

2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
�. 

Comecemos por determinar o declive da reta 𝐴𝐴𝐴𝐴, em função de 𝑎𝑎: 
  𝑒𝑒
2𝑎𝑎

2𝑎𝑎  − 𝑒𝑒
𝑎𝑎

𝑎𝑎   

2𝑎𝑎−𝑎𝑎
=

  𝑒𝑒
2𝑎𝑎−2𝑒𝑒𝑎𝑎

2𝑎𝑎    

𝑎𝑎
= 𝑒𝑒2𝑎𝑎−2𝑒𝑒𝑎𝑎

2𝑎𝑎2
 

Determinemos agora 𝑓𝑓′(1). 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥2
  𝐷𝐷𝑓𝑓′ = ℝ+ 

𝑓𝑓′(1) =
𝑒𝑒 − 𝑒𝑒

1
= 0 

Consideremos a função 𝑔𝑔, de domínio ℝ+, definida por 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥−2𝑒𝑒𝑥𝑥

2𝑥𝑥2
. 

(1) 𝑔𝑔 é contínua em ℝ+, por se tratar do quociente entre duas funções contínuas. Em particular, 𝑔𝑔 é 

contínua em �1
2

, 1�. 

𝑔𝑔 �1
2
� =  𝑒𝑒−2√𝑒𝑒1

2
≈ −1,158    e 𝑔𝑔(1) =  𝑒𝑒

2−2𝑒𝑒
2

≈ 0,976                    

Assim, 𝑔𝑔 �1
2
� < 0 < 𝑔𝑔(1). 

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluímos que: ∃ 𝑎𝑎 ∈ �1
2

, 1� :𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 0, ou seja,  

∃ 𝑎𝑎 ∈ �1
2

, 1� : 𝑒𝑒
2𝑎𝑎−2𝑒𝑒𝑎𝑎

2𝑎𝑎2
= 𝑓𝑓′(1), isto é, existe, pelo menos, um número real 𝑎𝑎 pertencente ao intervalo 

�1
2

, 1�. 

(note-se que �1
2

, 1� ⊂ �1
2

, 1�) tal que a reta 𝐴𝐴𝐴𝐴 é paralela à reta tangente ao gráfico de 𝑓𝑓 em 𝑥𝑥 = 1.  
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