Prova-Modelo de Exame de Mateméatica A — 12.° ano — Proposta de resolucéo

1.1.

1.2.

Opcao (B)

A superficie esférica de centro em H e tangente ao plano x0z tem raio igual a ordenada de

H, ou seja, 3.

Assim, a superficie esférica de centro em H e tangente ao plano x0z pode ser definida por:
(x—9)2+ (W —-3)2+(z-17)*=9

A altura do prisma relativamente a base [ABCD] pode ser dada pela distancia entre D e H.
Determinemos as coordenadas do ponto D.
D é a intersec¢éo da reta DH com o plano ABC.
DH:(x,y,z) = (9,3,17) + k(2,3,6),k € IR
(9 + 2k,3 + 3k,17 + 6k), com k € IR, sdo as coordenadas de um ponto genérico da reta DH.
Substituindo na equacao cartesiana do plano ABC, tem-se:
2(9 4 2k) +3(3+4+3k)+6(17+6k)—31=0

< 18+4k+94+9k+102+36k—31=0

& 49k = —98

Sk=-2
k=-2 > (942x(=2),3+3x%x(=2),17+6 x (=2))
Logo, D = (5,-3,5).

h=d(D,H)=/(9-52+B+3)2+(17-5)2 =
=16 + 36 + 144 =
=+/196 =
=14

Assim, a altura do prisma relativamente a base [ABCD] é 14 unidades de comprimento.

2. Consideremos os acontecimentos:

y

e P(O|T)=2%

e P(ONI)=01=—

I: “Ter idade inferior a 45 anos.”
0: “Fazer compras online.”

Pelos dados do enunciado, sabe-se que:

« P(N=04==

2
9

1
10

Pretende-se determinar o valor de P(I]0).

AA
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Assim:

I T Caélculos auxiliares
- 2 p(ONT) 2 - 2.3
3 2 13 POl =5 G- =5oP(0n])=5x;
0 1in P an —
10 15 30 e Ponl) = %
n 1 7 17 2 1 3
0 E E % .P(On[)zg—ﬁzﬁ
3 2 13
z 3 1 *PO)=5+5=5%
5 5
PUINO) - 90 9
= =10 — _— —
Logo, P(1]0) = P(O) =130 13
3. Opcéo (B)
Tem-se que:
2n

1
lim(u,) = lim (1 + T_l)

=nm((l+g)”)2

lim (1 + %)n

2

limite notavel

Assim;

lim f(u,) = xh_)neqz log(x) = log(e

2) = 2loge =

— 2% Ine _
In10

1
=2X—=
In10

2

~ In10

4. Sabemos que (a,) € uma progressao aritmética, que a; + a, + -+ asg = 662,5 e que

asq + as) + -+ A100 = 1912,5

Assim, tem-se que:

a;+a
———0x 50 = 662,5
[—4
as;+a {
%x50=1912,5
(=4
AA

aq + Agg = 26,5
a51 + a100 = 76,5

2a1 + 49r = 26,5

{Zal +149r =765

{100r=50©

=
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a, + (aq +49r) = 26,5
(a; +50r) + (a; + 99r) = 76,5

{ 2a; = 26,5 — 49r
26,5 — 49r + 149r = 76,5

2a; =265 =

1

2
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@{2a1=2@

a1=1

1
2

Logo, a; = b; = 1 e arazdo de ambas as progressoes (a,) e (b,) € %

17" 1-(3)"
Assim, S, = —— X b; = —

1-(1)" -
x1 e limSn=lim< (;) x1)=ﬂ=2.
2

5. O nimero de casos possiveis é igual a 6 x °C, x 4 x 3C,.

e 6 é 0 numero de posic¢des distintas onde pode ser colocado o zero (uma vez que o nimero

tem sete algarismos, logo ndo pode comecar por zero);

e °C, é 0o nimero de maneiras distintas de escolher duas posi¢des para os algarismos cinco,

depois de colocado o zero;

e 4 € o numero de posic¢des distintas para colocar o algarismo seis, depois de colocados o zero

e os dois algarismos cinco;

e 3C;=1 é o nimero de maneiras de colocar os trés algarismos oito nas trés posicdes

restantes.

O numero de casos favoraveis é igual a 5 x 4 x 3C3 + °C, x

3C;+5x4x 3C3+5x%x4x 3¢,

pois existem quatro casos mutuamente exclusivos.

Casol: 5 _ _ _  _ _ O
Caso2: 6 _ _ _  _ _ O
Caso3: 5 _ _ _  _ _ 5
Caso 4. 6 5

Logo, a probabilidade pedida é igual a:
5x4x 3C; + 5C, x

3C3+5x4x 3C;+5x4x 3¢,

5x4x 3C,

20410420420 70 7

6% °C, x4x 3C;

6. Opcéo (A)
CB-(CD +4F) = CB - CD + CB - 4E =

CB LAE

ICB|| x |[D]| x cos (CB €D ) +0 =

=rXxrxcos(m—p) =

—Exﬂst(n—g):

360 360 36

Calculos auxiliares

Seja r o raio da circunferéncia e § a amplitude do &ngulo

ACD:
o= |8 = o = = e
— \/m _ E
2 2
B x <@>2

® Asetor circular = — — %B

Logo:

41m

_41 8 _11
18 gPoBb=greb=
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7. f'(x) = (cosx + senx)’ = —senx + cos x
g'(x)=(*"=2x
Consideremos a funcao h, definida em R, por h(x) = f'(x) — g'(x) = —senx + cos x — 2x.
h € continua, por se tratar da soma de fun¢des continuas.
Em particular, h é continua em h.
h(0) = —sen0+cos0—2x0=1
i i i i
h(E) = —sen(5)+cos(5)—2 Xo = —-1-—m
T
h(3) <0< h(0)
Logo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
Jce ]0,;[:h(c) =0, ou seja:
3ce0[:f'(©)-g'(c)=0,isto &
T
dce ]0,—[:f’(c) =g'(c)
2
Provamos, assim, que existe pelo menos um ¢ € ]Og[ tal que a reta tangente ao grafico de f em ¢

€ paralela a reta tangente ao gréfico de g em c.

8. Opcéo (D)
Seja h a funcdo, de dominio R, definida por h(x) = e%
R e T
D, =R
Sabe-se que existe um a € R tal que lim xe_zj:ze_za =0, isto &, iﬂ@ =0.

Como h admite derivada finita em todos os pontos do seu dominio, pois D, = R, entdo

lim 20~ _ 1),

x-a xX—a -
Assim, h'(a) = 0.

! — — — 2
hx)=0¢& o =01-2x=0Ae“*#0
o —2x=-1
1
Sx==
2

Logo, pretendemos a equacao reduzida da reta tangente ao gréfico de h em x = % que sera do
tipoy = 0x + b, isto &, y = b.
Como o ponto de coordenadas (3, h (1)> = (l,i) pertence a reta, vem que L =p.

2 2 27 2e 2e

Logo, a equacao reduzida da reta tangente ao graficode hemx =aéy = i
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9.D=IR
EmIR: In(e?* +4) = x +In(4) © In(e?* + 4) — In(4) = x
2x 4
& In(=2) = In(e”)

2x
e +4

S e? —4eX¥+4=0
44+/16-4X1x4

et = >
oeX=2
© x =1n(2)
C.S.={In(2)}
10.

10.1. g é continua em x = 0 se e s0 se existir lirrég(x), isto é, lirgl_g(x) = lirgl+g(x) = g(0).
X— X— xX—

™
. . cos|5—x . senx . senx 1
e lim g(x) = lim G )= lim —— = llm( X )=
X=0~ x—0— e%¥-1 x>0~ e2*¥—1 x50~ \e¥-1  eX+1

senx

. . 1
= lim 4 X lim =
x>0~ == x—0— eX+1
X

- = lim (% N RRT -
. xll)rglJrg(x) = ,}L%L (2 + xln(x)) =5+ xll,rél+(xln(x)) =

=14 i (;xln(;)) -

1 . —In,
==+ lim Y =
2 y—+o0 Y

=1 im M2 -

2 y—o+00 Y
limite notavel

«g(0) =~

Logo, g é continua em x = 0.

10.2. Em 10, +oo[: g(x) = = + xIn(x)

1
gx)=1 xln(x)+x><;=ln(x)+1
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1
g’(x)=0<:>ln(x)+1=O<=>ln(x)=—1=>x=g

0
x

Sinal de g’

ol |

Variacdo de g

~

«Q
/-
Q| =
\_/

7

3\
>

g € estritamente decrescente em ]O,ﬂ e estritamente crescente em E, +00[.

(1)—1+11 (1)_1 1_e—2
ge_Z ene_Z e 2e

e-2 , . - . 1
? € minimo relativo em ;.

11. Seja z = |z|e®.

72 = 7 o (121e®)” = = (121e®) & |212e 1@ = (12| 9)

PN |Z|Zei(29) — |Z|ei(—9+n)

e zI?=|z| AN26=—-0+1+2kmkEZ

e zI2—|z|=0AN30=n+2kmkEZ

cﬂﬂﬂd—l):0A6=§+

cﬂﬂ:OVOd:1A6=§+

2km
3
2kT
3

JkEZ

,ke@

2kt

ez=0V(lzl=1A0="+2 ker)

k=0v1e3 k=1 1eim

iE : l.5_7t
C.S.= {O,e 3,eM e '3 }

A
el

A

B! 3 -

71N ;1 er.
i c

Ajoapc) = 2 X Ajpap] = 2 X =

y

AA

5T
k=2v>1e's
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(D)

13
A(ﬁ)

B(—1,0)
C (cos (53—n) ,Sen (?))

1 V3
C(z"7)
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12. z4+iP+z—-i?<20 (z+D)(z+i)+ (z—)(z—i) <20
e z+)(Zz+i)+@Ez-DEZ-i) <20
©Z+)Z-)+@E-D)Z+i) <20
©zz—iz+iz—i*+zz+iz—iz—i2 <20
S |zIP+1+|z12+1<20
©2|z|2 <18
&z <9
e |zl <3

Logo, o afixo de z pertence ao circulo de centro na origem e raio igual a 3.

13.
13.1. Opcgéo (C)

Alapc) = ><23 C, sendo B’ a projecao ortogonal de B sobre DC.

5|
[so]

A(cos(mt — &), sen(m — «)) = (—cosa, sena)
Como A€2.°Qen€ Eg[

AB = cosa

B'C = tga — sena

senax
A __ cosa (tga—sena) cosa(cosa—sena) _
[aBc] = 2 = 2 =

Ssena—sena cosa

2

1
sena - Esen(Za)

2

_f@
T2

13.2. Pretende-se determinar os valores de x tais quef (x) = g(x):
senx — %sen(Zx) = 2senx & senx — % X 2senx cosx = 2senx

& senx — senx cosx — 2senx = 0
& —senx —senx cosx =0

& —senx (1+cosx) =0

© —senx =0 V 1+cosx =0
& senx =0 V cosx =-—1
Sx=kn V x=7n+2knk€eZ

ox=km k€EZ
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14. Assintotas horizontais:

Como o dominio da funcéo h é R™, calculemos o limite quando x —» —oo:

In(—x) — x + e* In(—x) x e*
lim h(x) = lim (%) = lim < ( )___|__>=
X——00

X—>—00 X——00 X X X X
— x
= lim M—1+ lim < =
X—>—00 X xX——o00 X
= lim 280y (-1 -1+ =
x—>—0o —X + 00

Considerando a mudanca de variavel y = —x, vem que:
.1
= lim )

y—->+o00 Y
S———
limite notavel

=0-1+0=
=-1

— 14> =
+o00

A reta de equacdo y = —1 é assintota horizontal ao grafico de h quando x — —oo.

Assintotas verticais:

Como a funcgéo h é continua em todo o seu dominio R™, apenas a reta de equacdo x = 0 pode
ser assintota vertical ao grafico da funcéo h.

i . In(—x)—x+e* In(0")—-0+e® —0w0—-0+1 -

= = = = — = [0'e]
xir(r)l‘ ) xir(r)l‘ X 0~ 0~ 0~ +
A reta de equacado x = 0 é assintota vertical ao gréfico de h.

15. f(x) = g(x) ®e*x*+x+1=In(a)x +a
cex?+(1-In(@))x+1—a=0
A equaco de 2.° grau acima tem uma Unica solugéo se e s6 se(1 — In(a))? — 4e%(1 — a) = 0.

Utilizando as capacidades gréficas da calculadora e usando x como variavel independente,

tem-se:
y1 = (1 —=In(x))* — 4e*(1 - x)
}‘A
A(0,41;0)
B(0,86;0)
a~=041
a = 0,86
0 A

Os valores de a, com arredondamento as centésimas, sao 0,41 e 0,86.
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