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Duracao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos.
12.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2:  Turma:

A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagéo final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas,
o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagbes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao, apresente sempre

o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (a— amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um setor circular:

ar?

- (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: tr g (r — raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 tr? (r — raio)

N . 1 e
Volume de uma piramide: 3 X Area da base x Altura
1 ,
Volume de um cone: 3 X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: ; n r3  (r —raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,):

Progressao aritmética: “1;J xn

1-r"

Progressao geométrica: u; x "

=T

Trigonometria

sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+ b) =cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)" = pn ein®

0+2kT

n/p eie — Z/E'ei P

(k € {0,...,n—1}en€eN)

N
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Regras de derivacao
u+v) =u 4+

(wv)' = u'v+uw

(u)’ u'v—uv

v v?

W' = nu"W (n € R)
(senu)' = u'cosu

(cosu)' = —u'senu

!

tgu)' =
(tg) cos?u

e")' =u'e*
(av)' = w'a*Ina (a € R*\{1})

!

(nw)’ = —
nu = ”

!

(logaw) = —— (a€ R*\{(1})

Limites notaveis

lim(l +%)n =e (neN)

. senx
lim =1
x->0 X

e —1
lim

x—0 X

=1

~ Inx
lim — =0
X—>+00 X

X

lim —=+o (p € R)

x—+400 xP
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1. Considere a sucessao (u,,) definida por u, =

=t
n+l

Em relagdo a uma certa funcao f, de dominio R\{0}, sabe-se que lim f(u,) ndo existe.

Em qual das opg¢des seguintes pode estar definida uma expressao analitica de f?

(A) £() = Inlx]
(B) f() =%

(C) f(x) = =2

x
e*-1

X

(D) fx) =

. Seja (u,) uma progressao geométrica.

Sabe-se que, relativamente a (u,), o primeiro, o segundo e o terceiro termos sdop — 2, —2p e
—2p — 2, respetivamente, para um certo numero real negativo p.

Determine, sem recorrer a calculadora, a soma de todos os termos da sucessao (u,,).

. Sejam p e n nimeros naturais tais que p < n. Sabe-se que "C,.; — 6Cerl = 6Cp .

Considere que se inscreveu cada um dos elementos da linha de ordem n do triangulo de Pascal
num cartao e se colocou num saco cada um desses cartdes, indistinguiveis ao tato.
Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, trés cartées do saco.

Qual é a probabilidade de sairem dois cartdes com nameros iguais?
(A) -
(B) =
©) -
(D) =

. Uma caixa contém bolas de varias cores, indistinguiveis ao tato, umas numeradas e outras nao.

Das bolas existentes na caixa, sabe-se que:

* 0 numero de bolas azuis é o dobro do numero de bolas numeradas;
» das bolas numeradas, metade sao azuis;

* cinco em cada oito bolas s&o azuis ou numeradas;

» trés sdo azuis e numeradas.

Determine o nimero de bolas que a caixa contém.

N
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5. Num congresso internacional de Matematica, que se realiza nos Paises Baixos, participam 15

palestrantes de diferentes nacionalidades: 5 chineses, 4 brasileiros, 3 neerlandeses, 1 portugués,
1 espanhol e 1 francés.

Os palestrantes estao instalados no mesmo hotel, e vao ser transportados para o hotel utilizando
uma carrinha de dez lugares e um automoével de cinco lugares.

Escreva uma expressao que dé o numero de maneiras diferentes de distribuir os 15 palestrantes
pelos 15 lugares disponiveis, de modo que os condutores sejam neerlandeses, os palestrantes
chineses viajem no mesmo veiculo e que, no automével, viajem palestrantes de nacionalidades

todas distintas.

. Na figura esta representado, num referencial 0.n. Oxyz, um cubo [ABCDEFGH].

A
Z

Sabe-se que:
» cada aresta do cubo é paralela a um dos eixos coordenados;

» 0 vértice B tem coordenadas (0, 3, 6);

« o vetor BE tem coordenadas (3,3, —3).
6.1. Qual das condicdes seguintes define a superficie esférica que passa nos oito vértices do cubo?
32 92 9\2 27 32 92 9\2 27
B (x+3) +(y+3) +(z+3) =% B) (x=3) +(y-3) +(z-3) =%

O +0+ P (Y2 @ oY - -E

6.2. Seja a o0 plano que passa por G e é perpendicular a reta OE, e seja P o ponto de interse¢ao
do plano a com a reta BE. Determine a distancia do ponto P ao plano xOy.

1
7. Considere a funcdo f, de dominio R*, definida por f(x) = x ex — 2.

Estude, sem recorrer a calculadora, a funcao f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico

e, caso estas existam, escreva as respetivas equacgoes.

N
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8. Considere a fungéo g, de dominio R\{5}, definida por:
x e* —5e’

gx) = x=5
xlog(x—5) se x>5

se x<5

8.1. Sem recorrer a calculadora, averigue se existe limsg(x).
X—

% 8.2. Em]5,+oo[ 0 grafico de g tem pontos cuja ordenada é inferior a abcissa.
Determine, sem recorrer a calculadora, as abcissas desses pontos.

Apresente a resposta na forma de intervalo de numeros reais.

9. Um foguetdo, ao ser langado, € impulsionado pela expulsdo dos gases que resultam da queima
do combustivel. Admita que a velocidade de um foguetdo, em quilémetros por segundo, desde o
arranque até se esgotar o combustivel é dada por:

v(t) = —4In(1 — 0,004t) — 0,001t ,com 0 <t < 150

A variavel t designa o tempo, em segundos, apos o arranque.

9.1. A massa inicial do foguetdo é 140 toneladas, das quais 75% correspondem a massa do
combustivel.
Sabe-se ainda que o foguetdo demora 150 segundos a esgotar o combustivel.
Qual é a taxa média de consumo do combustivel em toneladas por segundo, desde o
arranque até se esgotar o combustivel?
(A) 0,65 toneladas por segundo (B) 0,7 toneladas por segundo
(C) 0,75 toneladas por segundo (D) 0,8 toneladas por segundo

* 9.2, Decorridos t; minutos apds o arranque, a velocidade do foguetao é igual a um certo valor.
Sabe-se que, passado igual periodo de tempo, a velocidade do foguetdo € de mais 1,1 km/s
do que esse valor.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, a velocidade do foguetao

no instante t;.

Na sua resposta:

» apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

* reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungcédo(des) visualizado(s) na
calculadora que Ihe permite(m) resolver a equacéao, e apresente as coordenadas do(s)
ponto(s) relevante(s) arredondadas as centésimas;

» apresente o valor pedido em quildmetros por segundo, arredondado as centésimas.

Se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas

casas decimais.
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10.

11.

12.

13.

y

Na figura esté representado, no plano complexo, o tridngulo equilatero [0AB].

A

9 Re(z)

Sabe-se que o ponto A é o afixo de um numero complexo z.
Qual é o numero complexo cujo afixo € o ponto B?

(A) (VB+i)z

(B) (1++V3i)z

© (+210) 2

(D) (“2—§+§ i) z

.TC
Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere os nimeros complexos z; = 2 e's + {2023
e z, = e'® para um certo nimero real 6.

Sem recorrer a calculadora, prove que qualquer que seja o nimero real 8, |z; + z;|% € [0, 4].

Seja f uma fungéo, de dominio R*, cuja derivada, f’, de dominio R*, é dada por:
f'(x)=In(e*+12e™* + x)

Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, estude a fungdo f quanto ao sentido das

concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexao.

Na sua resposta apresente:

* 0o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo;

» 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima;

* a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de f, caso este(s) exista(m).

Seja h a fungéo, de dominio R, definida por:
h(x) — 3cos(1‘t+2x)—4sen2x
Determine, sem recorrer a calculadora, uma expressao geral para as abcissas dos pontos do

gréfico da fungéo h cuja ordenada é %

N
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14. Seja f a funcao, de dominio R, definida por:

f(x) = sen?x — cos(2x)
1

Seja g a fungao, de dominio R\{0}, definida por g(x) =
Sem recorrer a calculadora, prove que existe pelo menosumc € E%ﬂ[ tal que a reta tangente

ao grafico de f em ¢ é perpendicular a reta tangente ao grafico de g em c.

15. Na figura estdo representados, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia trigopnométrica e o
quadrado [0ABC].

>
»

y

kv

Sabe-se que:
* 0 ponto B pertence a circunferéncia;
» odeclive dareta 04 é m.

VZ (1-m)

Prove que a abcissa do ponto B é dada, em funcéo de m, por T

FIM

COTACOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem q: 3 4. 61. | 6.2. | 81. | 8.2. | 91. | 9.2. | 10. 12! 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

CotagZo (em pontos) 122 121412 14 14 14 12 14| 12| 14| 14| 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificagao final da

- i 2. 5 7 il 13. 14. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagao.
Cotacao (em pontos) ' 7 3 x 14 pontos ' 7 42
TOTAL 200
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