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ANALISE MATEMATICA III 2009/10

Folha 1: Curvas

1. Para as curvas indicadas abaixo, indique a sua orientagdo (no caso de esta se
encontrar bem definida) e determine a sua equagao cartesiana.

)=(1—t4t?), te[-1,2.

)= (2 +2t,t1+1), telo,1].
) = (sinht,cosht), ¢ € 0,1].
) = (cost,3 —sint), te€[0,7].
) =(
) =(
)= (

et 1+el),tel0,1].
_Qiélotst’ ZJCrocsoZtL te [O,QW].

sint,sin®t), te€R.

2. Em cada uma das alineas seguintes, determine uma parametrizacao para as curvas
indicadas:
(a) Circunferéncia de centro (3,1) e raio 1.
(b) Circunferéncia de centro (2, —1) e raio v/2.
(c) Elipse de focos em (0,—1) e (0,3) e semi-eixos a =2 e b = 3.
3. Qual a diferenca entre os gréficos das equacoes b?x%—a’y? = a?b?
bsinht, t e R?

ex =acosht, y =

4. Seja r(t) = (f(t),9(t)), t € [a,b], uma parametrizacdo de uma curva I'. Mostre
que

(a) o mesmo sucede com 7(t) = (f(tk),g(tk)), t € [a/k,b/k], qualquer que seja
ke N.

(b) alei s(t) = (f(—t),g(—t)), t € [—b,—al, constitui uma parametrizagao de T',
mas de orientacao contraria.

5. Determine uma parametrizacdo para a circunferéncia de centro (1,1), raio 3 e
velocidade angular de 5 radianos por segundo.

6. Esboce o grifico da curva parametrizada por 7(t) = (cost,sin3t), t € [0, 27],
dita astrdide. Mostre que a equacao cartesiana desta curva é |x!§ + |y\§ =1.

7. A Lua descreve uma 6rbita praticamente circular a volta da Terra. Considerando a
Terra e a Lua como pontos situados a uma distancia de 384564 Km um do outro,
e tomando como 27,32 dias o tempo que cada drbita (dngulo 27) demora a ser
percorrida, determine uma sua parametrizacao, com origem na Terra, sendo que
a distancia ¢é lida em quilémetros e o tempo em dias?

8. Seja r(t) = (Int,e 3t t2).

(a) Determine o dominio de r. Para que pontos do dominio é r continua?

(b) Calcule 7" e r".



9.

10.

11.

12.

Seja I' a curva de equacdes paramétricas = t> — 5, y =t3, 2 =3t +1, t € R.
Determine as equagoes paramétricas da tangente a I' no ponto r(2).

Para as seguintes fungoes dadas abaixo, determine i) o dominio de r, bem como
os pontos do dominio para os quais r é continua; i) calcule 1’ e r”.

(t) = (
) r(t) = (%,5111375)
(c) r(t) = (In(1 —t),sint, t?)
(d) r(t) = (2sect,3tant).

A posicio de uma dada particula num dado plano é dada por r(t) = (t2+t,13), t €
[0,2]. Determine a velocidade e a aceleragao num dado instante t. Esboce a tra-
jectéria da particula e represente r/(t) e " (t).

Sendo as Orbitas planetarias, elipses de equacoes paramétricas © = acost, y =
bsint, t€[0,2n], (0 < a < b), interprete fisicamente os vectores r'(t) e r”(t).



Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro
ANALISE MATEMATICA III 2009/10

Folha 10: Coordenadas polares, cilindricas e esféricas e mudancga de coordenadas;
integrais duplos, triplos e de superficie revisitados

1. Represente os seguintes dominios em coordenadas polares.

(a) D={(z,y) eR?:0<z<RAz<y<V2Rr—22}, R>0.
(b) D={(z,y) eR?: —y <z <yAl<a?+y? <4}

2. Calcule o integral duplo [ [, f(x,y)dzdy, sendo
(a) f(z,y) =y —x e D o dominio definido pelas inequagoes
3<y—z<1A7/3<y+x/3<3.
(b) f(z,y) = zy e D o dominio definido pelas inequagoes
x2/2§y§x2/\1§ajy§2.
(¢) f(x,y) =z e D o dominio definido pelas inequagoes
I1<z(y—1)<2Al1<zy<2.

Sugestao: use a mudanga de coordenadas x = u + v, zy = v.

(d) f(z,y) = arctg(y/x) e D o dominio definido pelas inequagdes
1 <2242 §9/\x/\/§§y§ V3.
(e) f(z,y) =In(1 — 22 —y?) e D o dominio definido pelas inequagoes
0<z?+y><9Azy>0.

3. Mostre que fooo e dy = @ Sugestao: calcule (convenientemente) o integral
impréprio

/ / e*(“”eryQ)dmdy.
°Quad.

4. Determine o volume dos seguintes sélidos.

(a) D={(x,y,2) ER}:0< 2<bA 22 < (x/a)?+ (y/a)?}, a,b> 0 (volume de
um cone).

(b) D = {(z,y,2) € R3: (z/a)? + (y/b)? + (z/c)* < 1}, a,b,c > 0 (volume de
um elipséide).

.T2 Z2
(¢) D={(z,y,2) e R¥:2? + 22 <y < = 41},
(d) D={(z,y,2) ER3:2,y,2 >0A2 < H%/\yg 1}.
5. Determine [ [ [}, f(x,y, z)dxdydz, sendo

() F@y2) = 412 e D={(z,9,2) ER : 1 <2+ 4? + 2 < R Az 0},
d) flz,y,2) = —F——2——eD={(z,y,2) ER?: 22+ 2 <1A-1< 2 < 1}

Va2 +y?+(z—2)2



. Calcule a area da superficie S, onde

., zi4y?
(a) S:z="F%X <2
(b) S é a parte da superficie esférica x2 +y?+ 22 = a? interior ao cilindro definido
pela inequacio 2% + (y — a/2)? < a?/4, com a > 0.
. Calcule [ [ f(x,y,2)dS sendo

(a) f(z,y,2)=1eS:0<z=2—2%—y%

(b) f(x7y7z):\/ﬁ651$:y2+z231_

(c) f(z,y,2) = Va2 +y2eS: (z/a)’*+(y/a)® = (2/b)> A0 < z < b, com a,b > 0.

. Calcule o fluxo do campo vectorial f(x,y, z) que atravessa a superficie S no sentido
indicado.

(a) f(z,y,z) = (x,y,2), S a metade da superficie esférica de centro na origem e
raio R > 0, no sentido da origem para o exterior.

(b) f(z,y,2) = (@34+2y?, 2%y+y3, 2%y), S a superficie dada por z = /22 + y2 < 2

no sentido da normal com componente-z negativa.

(c) f(z,y,2) = (23y,2%y?, ), S a superficie dada por 2 < z = 2(z? +¢?) <
8,z,y > 0, no sentido da normal com componente-z negativa.
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Folha 11: Teoremas fundamentais: Green, Stokes e Gauss

1. Calcule a circulacao do campo vectorial f ao longo da curva I', orientada positi-
vamente, onde

(a) f(x,y) = (%, 29®), T:22+4y>=4

(b) f(z,y)=(y,—2), T:2’+y’=1L

(c) f(z,y) = (xziyzv_xziﬁ% I:a?+y” =1
) f(z,y) = (

Yy

. x
\/ac2+y2 ’ \/x2+y2 )7

2. Mostre que se o campo vectorial f = (P,Q), de classe C!, é conservativo (isto é,
existe um campo escalar ¢ de classe C? tal que f = /¢, ou ainda, f é diferencial
total) entao 0,Q = 0, P.

I:a2?+y?=1.

3. Calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial F(x,y) = (y + 3z,2y — ) para
transportar uma particula ao longo da elipse 422 + y? = 4, percorrida no sentido
directo.

4. Calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial F(z,y) = (22, z +y) para trans-
portar uma particula ao longo da curva |z|+ |y| = 1, percorrida no sentido directo.

5. Sendo S a superficie definida por z = 5 — 2 — y?, limitada por z = 1, e F' 0 campo
vectorial F(x,y,z) = (0, z,2y), calcule
(a) [ [grotF -7dS (assuma a superficie orientada do interior para o exterior).
(b) Calcule a circulagao de F' sobre a curva (orientada positivamente) em que S

se apoia.

6. Calcule o fluxo de F(x,y,2) = (—2x, —y,2) através da superficie y? + 22 = 1,
limitada entre x = 0 e z = 1.

7. Considere a porc¢ao de superficie S definida por 22 +y? + (z —2)? = 4, com z > 2,
o campo vectorial F(z,y, z) = (0,22,1).

(a) calcule a circulacao de F' sobre a curva I' (positivamente orientada) em que
S se apoia.

(b) calcule o fluxo de F' ao longo da superficie S, sendo S orientada do interior
para o exterior.

8. Seja U um campo escalar de classe C2.

(a) Mostre que se tem AU = v/ - (VU).
(b) Sendo U tal que U(z,y,z) = u(y/2? + y? + 22), v uma fungao de varidvel

real, mostre que

/ / /V AUdzdydz = 47 (b*u' (b) — a*u/(a)),

onde V é o volume do sélido definido pelas inequacoes a® < 22412 + 22 < b2,
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Folha 12: Optimizagdo

1. Determine e classifique os pontos criticos das fungoes f seguintes

) =22 + y)e 0T

(a) f(z,y) = 2%y + zy? (b) f(z,y

() f(z,y) =a* —y* (d) f(z,y) = (x +y)?

(e) f(z,y) = !+l —v) (f) f(z,y) =y + aseny

(9) flz,y) = 2 + 4 (h) f(2,y) = log(2 + sen (zy))

2. Determine os pontos do grafico de (z,y) — I—ly que estao mais préximos de (0,0, 0).
Determine o ponto do plano de equagdo 2z — y + 2z = 0 mais préximo de (0,0, 0).

Mostre que a caixa paralelepipédica com volume dado e drea lateral minima é ctbica.

AR

Em cada um dos problemas seguintes determine e classifique os extremos de f sujeitos
as condigoes indicadas; em cada caso explique porque existem tais extremos.
(a) f(z,y,2) =z —y+2, *+y°+2°>=2
(b) fla,y)=z—y, 2°-y*=2
(©) fle,y) ==, 2°+2y*=3
(d) f(=z,y

6. Projecte um contentor cilindrico metélico, com tampa, de capacidade 1/ com a minima
area de metal possivel.

y=2%—9y% y=-cosx

7. Determine e classifique todos os extremos (locais ou absolutos) de f no conjunto indi-
cado; em cada caso explique porque existem tais extremos.

(a) f(z,y,2) = Va2 +y2+22, C={(z,y,2) €R’| |2+ |y| +]e] <1}

(b) flz,y,2) =lzl+ Iyl + [z, C={(z,y,2) eR?| a2 +y?+22 <1}

(©) flz,y,2)=z+y+z C={(zy2) R a2+y?+22<1}

(d) flz,y) =sen (2? +y?), C=B,(0,00CR* (r>0)

(e) flz,y) =sen (2 +3°), C={(z,y) €R’||a[+ |yl <r} CR® (r>0)

8. O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser generalizado.

(a) Por exemplo a duas condigoes

Sejam f,g,h : D C R™ — R fungoes de classe C! e C' um subconjunto de D
definido por

Jk,r eRVz €D {xEC:E {Z%i; - ﬂ,

suponha-se ainda que
flxo) ¢é extremode f em C
Ve e C {Vg(zo), Vh(zo)} ¢é linearmente independente.
Nestas condigoes

INpeR Vf(xo) = AVg(zo) + uVh(zo).

(b) Determine os extremos de x + y 4+ z no conjunto definido pelas condigdes
i 22 +y?=2ex+z=1.
i 22—y’ =1=2z+ 2.
9. Determine a drea maxima delimitada por um pentdgono com perimetro fixo e composto
de um rectangulo encimado por um triangulo isdsceles.
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Folha 2: Curvas - aplicagées fisicas e comprimento de arco

1. Considere que r(t) = (4 + (=12 VE2+1(t—1)3, (t;;ﬁ) descreve a posicao de

um objecto em R3 como uma funcio de ¢, onde ¢ é medido em segundos e r(t) é
medido em metros. Serd que o objecto tem, em algum momento, velocidade nula?
Em caso afirmativo, encontre o valor de ¢ no qual isto ocorre e o ponto de R? no
qual a velocidade é nula.

2. Seja r(t) = (sint,t2,cos(t2)), para ¢t € [0,5]. Encontre a recta tangente a curva
parametrizada por r no ponto r(2).

3. Seja r(t) = (sint, cos(t?),t + 1) a equagao do movimento de um dado objecto em
funcao da varidvel tempo ¢ € [0, +00[. Quais s@o a sua velocidade e aceleragao no
instante t = 37

4. Suponha que um objecto tem a posicao 7(t) € R? onde r é diferencidvel e suponha
também que ||r(¢)|| = ¢, onde ¢ é uma constante.

(a) Justifique que esta condi¢do nao obriga a que r(t) seja um vector constante.

(b) Mostre que 7/(t) - r(t) = 0. Ou seja, a velocidade é sempre perpendicular ao
vector de posi¢ao do deslocamento.

5. Suponha que um objecto com a massa de 5 kilogramas é sujeito a uma forga de-
pendente do tempo, F(t) = eli +cos(t)j + 2k kilogramas metro por seg?. Suponha
adicionalmente que no tempo ¢ = 0 o objecto se encontra no ponto (0, 1, 1) metros
e que a sua velocidade nesse momento é v = i+ j — k metros por segundo. Indique
a posicao do objecto a custa de uma fungao de t.

6. Um canhéao é disparado numa vasta planicie com um angulo 6 em relacao ao chao.
A velocidade da bola quando sai da boca do canhao é conhecida e vale s metros
por segundo.

(a) Desprezando a resisténcia do ar, encontre uma férmula que descreva até que
posicao é que a bola vai antes de bater no chao. Mostre que o alcance méximo
da bola do canhéo é obtido quando 6 = 7 /4.

(b) Suponha que a massa da bola do canhéo é de 10 kilogramas e sofre uma forga
da resisténcia do ar de 0,01v Newtons, onde v é a velocidade em metros por
segundo. A aceleracio da gravidade é de 9,8 metros por seg?. Suponha adi-
cionalmente que a velocidade inicial é de 100 metros por segundo. Encontre a
férmula para o deslocamento r(t) da bola do canhao. Supondo que o angulo
de elevagao é de 7/4, estime o tempo gasto até que a bola do canhao atinja
o chao.

7. Calcule o comprimento da curva

3/2 ¢ compreendida entre os pontos (1,1) e (2,2v/2).

(a) de equagao y = x
(b) de equacdes x = acos®t,y = asin®t, onde t € [0,27] e a é uma constante

positiva.



(c) de equagoes © = a(t —sint),y = a(l — cost), onde t € [0,27] e a e uma
constante positiva.

(d) de equagao y = arcsin(e™*) e compreendida entre os pontos de abcissa x = 0
ex=1.
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Folha 3: Continuidade de funcdes de vdrias varidveis

1. Esboce os seguintes conjuntos e indique, para cada caso, qual o seu interior, a
fronteira e o fecho, e se sao fechados ou abertos.

(a) o conjunto de pontos de R? que satisfaz |z — 3| + |y — 1| < 2.

(b) o conjunto de pontos de R? que satisfaz maz{|z — 3|, |y — 1|} < 2.
) o conjunto de pontos de R? que satisfaz y > x2.
)

(c

(d) o conjunto de pontos de R3 que satisfaz y # z.

2. Para as seguintes funcoes vectoriais, determine o seu dominio de definicao e o
conjunto de pontos onde é continua.

= arcsin(2/x) + /zy;

L,

f(z,y)
b) flz,y) = etmnv=a?);
(c) flz,y) = IW;
(d) flz,y) = (V122 —y%Inly —z?)
)

(e) f(t,z) = (acost,asint, z);

3. Sejam f,g,h : D C R" — R, funcgoes reais de varidvel real. Considere um ponto
de acumulacao a do dominio D. Mostre que

(a) se limg_,, f(z) =0 e g é limitada, entao tem-se limy_.4(gf)(z) = 0.
(b) se g(z) < f(x) < h(z),Vx € D entao, temos também

lim g(x) < lim f(z) < lim h(z),

r—a
na condicao destes limites existirem.

4. Para as seguintes fungoes vectoriais, determine o seu dominio e verifique se existe
o limite indicado.

(a) f(z,y) = %7 lim, ) (a,a) f(2,9) (@ € R);

(b) f(l‘a y) = xearctan(y/x), hm(z,y)—>(0,a) f(.’E, y) (CL € R)’

22, 2?2+’ <2y

(C) f(xa y) = |l’|, z? + y2 =2 , hm(cc7y)—>(0,2) f(x7y)7
v, 2ty > 2

(d) f(z,y) = (1Y, sin(z +y), 2*sin(1/x)), Lm0 f(z,y);
(¢) flx,y) = (FLs, wy? cos(a? +3%)),  lim(zy) (00 f(2,1);

5. Determine a fungdo composta (bem como o respectivo dominio):
(a) for(t), onde f(x,y) = cos(xy?)e* e r(t) = (cost,sint).
(b) for(6,p),onde f(z,y,2) = || (2,9, 2)l| e 7(6, ) = (cos Osin p,sin Bsin 9, cos ).
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Folha 4: Integrais duplos e triplos

1. Para os seguintes dominios de integracao e fungoes integrandas, determine, se

existir, [ [5 f(x,y)dzdy.

(a) f(z,y)=ay(z+y), R=][0,12

(b) flz,y) = 2*+32%y+¢°, R=1[0,1]

(c) f(z,y) = y+z—3y> R=1[0,1x10,2].

(d) f(z,y) =sin(z +y), R=1[0,7/2]%

(e) f(z,y) =sin ( )sin?(y), R= [0, 7/2]2.

() f(z,y) =y 3e*v, R=1[0,¢] x [1,t],¢> 1.

(g) f(z,y) =xsin(y) —ye®, R=I[-1,+1] x[0,7/2].

. Mostre que, se existirem os integrais reais fab f(z)dz e f g(y)dy, entao existe o
integral duplo [ f[a bl e f(2)g(y)dzdy, e tem-se

//[abx[cd] y)dedy = </ flz dx) (/Cdg(y)dy>,

onde (a < b, ¢ < d).

. Esboce o dominio de integracao D indicado e calcule, se possivel, o integral
I nf p f(x,y)dxdy.

(a) flz,y)=1—-2z—y, D={(z,y) eR?:0<z+y<1A0<z<1}.
(b) f<xay)—ﬂf+y, D={(z,y) eR®>: 22 <y <22 A0 <y <4}.
(c) flz,y) = :{(x,y)€R2:0§x§y2/\0§y§1}.

(d) f(z,y) = % D={(z,y) eR?:y <z <2Azy>1}.

. Esboce a superficie S e expresse a sua area por intermédio de integragao dupla
adequada.

(a) S={(z,y) eR? : 22 <y <4—2?}.

(b) S={(z,y) eR?: (zx — R)*+y* < R*Ay >z}, onde R > 0.

(c) S={(z,y) e R? : 2 <[y[ < 1}.

(d) sendo S a superficie delimitada pelas curvas de equagao zy = 3, 2y = «z,
y=2x,z=0ex=2.

(e) sendo S a superficie delimitada pelas curvas de equagdo y? —2? = 4, 22 +y? =
25, lyl=1e|z|=2.

5. Expresse o volume do sélido V' por intermédio de integragao tripla, sendo:

(a) V ={(z,y,2) € R3: 2% + y? + 22 < R?*}, com R > 0.

(b) V ={(x,y,2) € R®: (x/a)? + (y/b)? + (z/c)? < 1}, com a, b, c > 0.
V={(x,y,2) ER3: 2?2 +y?> <22AN1<2 <2}

V limitado pelas superficies de equagio z = 2% + 32 e 4(z — 1) = 2% + 32

)
()
(d)

)

(e) V a porcao do 1° octante limitado pelo plano 2z +y + 2z = 2.
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Folha 5: Integrais de linha; campos escalares.

1.

2.

Defina f(z,y,z) ==y e r(t) := (0,0,t) (t € [0,1]). Mostre que [ fds=0.
Calcule [ fds para

(a) f(z,y,2) :=ev?  r(t):=(1,2,t?) (0<
(b) flz,y,2) :=yz  r(t):=(t,3t,2t) (1<
z+y.

t<3
() flay,2) =" p(t):=(t,23,1) (1<t<2)

Defina f(x,y) = 2z —y, = := t1, y = t*, |t
interprete geometricamente o resultado.

IN

1. Calcule f(x(t) y(r) fds e

Por definicao, a média do campo escalar f: D C R" — R sobre a curva

parametrizada pelo caminho rectificdvel ¢ — r(t) de comprimento £(r) é J 2(];;18.

(a) Determine a média da ordenada na semi-circunferéncia de parametrizagao
(0,asent,acost) (0<t<m; a>0)

(b) Descreva geometricamente p(I) para
I := [0,2n7]

cost sent
p(t) = (1,1,1)+

W(I,O,—l)—i—%

(¢) Determine a média da cota sobre a curva p(I).

(1,-2,1) (0<t<2n)

Quando o campo escalar (x,y) — f(x,y) € R é nado negativo pode interpretar-se
como uma densidade; nestas condi¢oes a massa, M(f,r), de um fio parametrizado
por 7 : I := [a,b] C R — R2, quando r(I) estd contido no dominio de f, é

M(f,r) = / fds

e o centro de massa do fio é o ponto

s ([ere s, [[vrtaas)

Considere r(t) := (cost,sent) (0 <t <f)

(a) Suponha que f é constante e que = 27 e calcule o centro de massa de r([).
(b) Repita o exercicio anterior com [ = .

(c) Suponha agora que f(z,y) = 2% + 2y? e repita as duas alineas anteriores.
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Folha 6: Integrais de linha; campos vectoriais

1. Suponha que {i,j,k} é a base canénica de R3 e que f(z,y,2) = zi + yj + zk.
Calcule fr f e dr para os caminhos seguintes.

) = (t,t,t), tel0,1].

) = (cost,sent,0), te€[0,2n].
) =(

) = (

(c) r(t) = (sent,0,cost), t e [0,2n].
(d) r(t) = (¢3,3t,2t3), te[-1,2].
2. Calcule

(a) [ xdy, r(t) = (e, 1), te[0,1].

(b) [ xdy — ydz, r(t) = (cost,sent), t € [0,2n]

(¢) [ wdx+ ydy, r(t) = (cos(rt),sen(nt)), te€]0,2]
)

i. Sendo r a poligonal de vértices (1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)
A. Na ordem dada.
B. Na ordem inversa da indicada
C. Na ordem (1,0,0),(0,0,1),(0,1,0).

ii. Sendo r(t) = (3cost,5sint,4cost), t € [0,2n]

3. Calcule o trabalho realizado pela forca f da questao 1. quando desloca o seu ponto
de aplicacdo sobre a parabola de equacdo y = 22 com z = 0 de (—1,1,0) a (2,4,0).

4. Calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial (de forga) F' dado quando desloca
o seu ponto de aplicacao sobre a curva parametrizada por r

(a) F(z,y) = (y,—x), r(t) = (cost,sint), t € [0,n].

(b) F(z,y) = (2 — 92, 2zy), r(t) = (cost,sint), t € |0,27].

(c) F(x,y,2) = (2 — 32, 22y, 22 + %), r(t) = (t,12,¢3), t<€0,1].
(d) F(z,y,2) = (x,y, 2), r(t) = (cost,sint,t), t € [0,4n].

5. Suponha que 7 : I € R — R? é um caminho suave e seja f um campo vectorial
também suave tal que r(I) estd contido no dominio de f. Mostre que

(a) Se f(r(t)) é sempre ortogonal a 7/(t), entao [ fedr =0.

(b) Se f(r(t)) é sempre paralelo a r/(t), isto é, para alguma fungao real suave e
positiva, A, f(r(t)) = A(t)r'(t), entdo [ fedr= [ | f|ds.

6. Suponha que uma ciclista sobe uma colina de equacao x2 +y? + z = 2, exercendo
uma forca F'(x,y,z) = yi + xj + k, ao longo de uma curva de declive constante,
partindo do ponto (\/ﬂ, 0,0) e atingindo o topo ao fim de uma sé volta completa.
Qual o trabalho que realizou? Porque razao este modelo nao é realista?
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1. Considere as fungdes definidas de seguida.
(a) f(z,y) =2 +¢°.
() f(z,y) =" In(y® +1).
(e) f(z,y) = xcos(zy)
(8) f(z,y) =

x
22 4+ g2

(i) f(z,y) = { ey

8
<
»n
)
—~
<
S~—
LN
—~
=
=)
—

0 se (z,y) = (0,0)

Para cada uma determine

Lfze fy
II. fmz, fzya fyac € fyy'

I1I. f;va:yy7 fxyyz-
IV. Onde é

i. Continua

ii. Diferencidvel

(b) f(z,y) = (x +2y)*.

(d) flz.y)=e "

(£) fz,y) =y"

(h) f(z,y,2) = 2® +xyz + 2°

. _J 1 sex=0o0uy=0
0 e ={y wiZoey%o

2. A fungao u(z,t) = sin(x — t) + sin(xz + t) modela a forma de uma corda vibrante

fixadaemz=0exz =m.

(a) Apds quanto tempo assume a corda a sua forma inicial?

(b) Qual a taxa de variagao instantanea da posigao u da corda vibrante em x =
7/2 nos instantes t = 7/2, t = 7w e t = 3w/27

5

3. A funcdo u(z,t) = e’

sin?(#5x) modela a temperatura em graus Celsius ao

longo de um arame de 30 cm de comprimento cujas extremidades sao mantidas

constantemente a temperatura zero.

(a) O que acontece a temperatura do arame & medida que ¢t aumenta?

(b) Que acontece quando ¢ tende para infinito?

(¢) Qual a velocidade com que a temperatura do arame estd a variar no ponto
x =15¢m nos instantes t =0, t=1et =27

4. Em cada uma das alineas seguintes, calcule as derivadas indicadas , nos interiores

dos dominios de definigcao.

d

(a) d—lzj para w =2y e =t y =17,
dw

(b) o para w=uay e r=c¢l, y=et.
dw

(c) — bara w = arctan £ e x = sint, y = cost.

ow Ow

para w =22 + 1% e z =u’v, y = (u+v)>.



ow Ow

(e) Su’ By PR W= sinz coty e x = arcsin(uv), y = arctan(uv).
u’ v
ow 0
(f) 877::)’ 871: para w=u?+0v% e u= %6712/(4”, v =1e=a?/02),

(8) J(gof) para g(u,v,w) = (u?,sin(v +w)) e f(z,y) = (", 2 —y,2?).
(h) J(go f) para g(u,v) = (u+v,uv,Inv) e f(z,y) = (sin(x + y), e®).

5. Um campo vectorial continuo F' : D C R™ — R" diz-se conservativo se tiver
um potencial, isto é, se para alguma fungdo f : D — R, F = Vf. Seja
F:D CR"” — R” um campo continuo.

(a) Suponha que f é conservativo com potencial f. Mostre que

i. Se r:[a,b] — D é um caminho rectificivel, entao
[Feds = 160) - f0@).

ii. Se r(I) é uma curva fechada, ou seja, r(a) = r(b), entdo [ Feds = O.

(b) Suponha que D é convexo e que seja qual for a curva fechada r em D,
[ Feds=0; tome z9 € D e defina

o(t) = xo+t(zx—mz9) (t€]0,1);2€ D) (1)
flx) = /Fods (x € D) (2)
g
Mostre que f é um potencial para F', portanto F' é conservativo.

Obs.: Esta é uma generalizacdo do Teorema Fundamental do Calculo.
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1. Determine as derivadas das funcoes f seguintes

(@) f(z,y) = vy +arctan(z +) () f(2,y,2) == 2y + 22+ y2
(¢) f(x1,29,23,24) := X1+ T2+ 3+ 24

2. Quando existem todas as derivadas de segunda ordem de uma fungado

2
f:DCR" — Remx € D, a matriz [%(m)] diz-se a matriz hes-
1023 Y J1<ij<n

siana de f. Quando todas as segundas derivadas sao continuas, a matriz hessiana
é simétrica. Determine a matriz hessiana das fung¢oes do ntimero anterior.

3. Suponha que f : R — R™ ¢é uma func¢ao linear com matriz M. Mostre que a
matriz jacobiana de f em qualquer ponto z € R™ é M.

OBS.: O trabalho é extraordinariamente simplificado se provar, usando a definicao,
que f é diferencidvel e que M é a matriz da sua derivada em qualquer ponto
de R".

4. Suponha que M é uma matriz 2 x 2 de coeficientes reais simétrica, digamos

a
-
defina uma funcdo de R? em R por

ZC)] , e designe a matriz hessiana de uma funcao ¢ em (z,y) por Hy(x,y);

flz,y) = [z y]Mm ((z,y) € R?)

Verifique que, para quaisquer z,y € R,
T
@ Vi) = 2020 Hylay) = 201

5. Generalize as afirmacoes constantes no nimero anterior do seguinte modo:

Suponha que M é uma matriz n X n de coeficientes reais e simétrica, ou seja,
tal que que a matriz transposta de M é igual a M — M7T = M — e designe a
matriz hessiana de uma funcdo ¢ em =z = (z1,--- ,2,) € R" por Hy,(x); defina
uma funcao de R"” em R por

I
fl@) == [z1 - x| M| (x e R")

Tn

= Mz® (x e R").
Verifique que, para quaisquer z,y € R,

(a) Vf(z) = 2Mz (b) Hy(x) = 2M
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6. Suponha que a funcdo f : D C R? — R é diferencidvel e o segmento de recta
[a, b] estd contido em D e defina

o(t) == fla+tlb—a)) (te]0,1]).
(a) Mostre que

o(t) = Vf(a—i—t(b—a))o(b—a) (t € [0,1]).

(b) Conclua que
Scelab] f(b)— fla) = VH(e)e(b—a)
(c) Suponha agora que f é de classe C?, 0 # (h,k) € R? e (a,b) +t(h,k) € D
(It <1)
2
fla+th,b+tk) = f(a,b)+tVf(a,b)e(hk)+ % [h k] H¢(a) {Z}
+t2Q(a, h, k, t)
com tli_r)n()Q(a,h, k,t) = 0.

Observe que

of of

Vf(a,b)e (hk) = (%v(a’ b)h + Fy(a, b)k
h 9? 0? d?
[h k] Hy(a) M = 8—;;(61, b)h? + anafy (a,b)hk + 8;;(a, b)k?
B of of (2)
= <ax(a, b)h + a—y(a, b)kz)

(d) Deduza que, quando f ¢é de classe C? e o segmento de recta [a, z] estd contido
em D, se tem

f(x) = fla)+Vf(a)e(z—a)+ %(m —a)e (Hy(a)(z —a)) + ||z —a|*w(a, z)
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Folha 9: Propriedades do gradiente e superficies em R3; elemento de drea e integrais
de superficie

1. Sendo F : R® — R3 e f: R — R funcgdes de classe C?, e considerando o vector
gradiente (formal) 7 = (0, 0y, 0;), mostre que

a) V- (fF)=(Vf) F+ f(V F);
) VX (fF)=(Vf) x F+ f(vxF)
(c) V- (Vv xF)=0;
(d) v-(Vf)=Af;
(e) Vx (Vv xF)=v(v:F)-vF;
(f) v x(vf)=0;
2. Determine o plano tangente e a recta normal & superficie S, definida pela equagao
dada, no ponto indicado.

(a) S:z=2%+y>? ponto P = (0,2,4);

)
(b) S:z=2—1+¢Y, ponto P = (0,0,0);
(c) S:y=a°+2°+xz ponto P = (1,3,1);
(d) S:z+y+ 2+ cos(zyz) =0, ponto P = (0,0, —1);
(e) S:z%(y?+ 2%) =5, ponto P = (1,-1,2);
() S:28+2— 2677 H? = 0, ponto P = (0,0, 1);

3. Determine o plano tangente e a recta normal a superficie S, definida por

(a) r(0,¢) = (cos@sinp,sinfsin @, cos v), (6, ¢) € [0, 7] x [0,7/4], no ponto P =

(
r(m/2,m/6).
(b) r(u,v) = (u? — uvd, v? — u?v,2uv), (u,v) € [-2,+2] x [—4,4], no ponto P =
r(1,-2).

4. Dé uma expressao para o valor da drea da superficie S, onde
(a) S:z= # <2.
(b) S :7(0, ) = (cosBsinp,sinfsin p,cos ), com (0, ) € [0,7] x [0,7/4].
(c) S é a parte da superficie esférica x2 +y?+ 22 = a? interior ao cilindro definido
pela inequacio 2% + (y — a/2)? < a?/4, com a > 0.

(d) r(u,v) = (ucosv,usinv,u?), com (u,v) € [0,1] x [0, 27].
5. Determine uma expressao para o cdlculo de [ [ g f(z,y, z)dS sendo

(a) f(
(b) J(
()f(xay7z):m
(d) flx,y,2) = Va2 +y2eS: (z/a)*+(y/a)* = (2/b)*>A0 < z < b, com a,b > 0.

6. Determine o fluxo do campo vectorial f(x,y,2) = (zy, 2%,z + 2) que atravessa a
superficie S : 2z + 2y + z = 6, do primeiro octante, em direcgao a origem.

,y,2)=1eS:0<z=2—2%—y%
r,y,2) =2—2e8:0<z=2—12%—y%
eS:z=y"+22<1.
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