Itens Para Testes de Avaliacao | 1.° Periodo
MATEMATICA A | 11.° ANO

Temas: Trigonometria e Fun¢des Trigonométrica, Produto Escalar e Geometria

1. Na figura, esta representado o tridangulo [ ABC].

Sabe-se que AC=5,BC=6e que COS¢ = ? sendo o a amplitude do angulo ABC.

Qual é o valor de AB?

3+5 3+245
4+\/§ IE' 4+2\/§

2.Seja a € |- 7,0 tal que Sen(a—%J+2cos(a—37r)<0.

Qual das seguintes expressoes designa um nimero real positivo?

sena coso Cosax —sena
tga+sena IE tgacosa

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta
Matematica A | 11.° ano
© Raiz Editora, 2023. Todos os direitos reservados.

raiz



raiz

Wl

2
3. Para um certo valor real de o sabe-se que (Sen o +C0S a) =

Qual é o valor de tga+i?
tga

[a] -3 HE

6] - [D] 3

4.Sejam U, V e W trés vetores de norma 1, tais que:

= U e V sdo perpendiculares;
+ 4-(20-3) =6 .

Qual é a amplitude do angulo formado pelos vetores V e W?

a] 8] °* [c] D]

6 3 3

o |3

5. Considera, em referencial o.n. Oxyz, areta r e o plano «, definidos por:

r:(x,y,z)=(0,2,3)+k(3,a,—%), keR

o bx-3y+12z=1

Sabendo que areta r é paralela a plano «, qual é o valor de (a—b)3 ?

[A] -2 [B] -8 [c] 2 [p] 8
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6. Considera a funcdo g, de dominio R e contradominio [—2,4] , definida por
g(x):k—2+ksen(§j, com k e R*
6.1 Mostra que k =3.

6.2 Determina, no intervalo |:—7Z',%|: , 0 conjunto-solucdo da equagdo 1—-g (2X) =6Sen XCcosX .

~

6.3 Seja a € ]-,0[ tal que tg(a—%jz
Determina o valor de ¢ (Za + 7r) +sen(7r + a) .

7. Na figura, estdo representados o retdngulo [ ABCD] e o quadrado [AEFG].

D C
° )
F H
G °
° °
A E B
Sabe-se que:
- AB=2AD;

- G é o ponto médio do lado [AD] e H é o centro do retangulo [ ABCD].

7.1 Mostra que a area do hexagono [EBCDGF| ¢ dada por GC-HB.
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7.2 Na figura, esta representado, em referencial o.n. Oxy, o retangulo [ABCD] .

Ya
C
]
57 )
- B
De 6
-0 >
0] P X
@
A

Sabe-se que:

= as coordenadas do ponto A sdo (—«/§,—2);

= areta AB intersecta o Ox no ponto P;

= a amplitude do angulo OPB ¢ 5?”

7.2.1 Mostra que uma equacgdo que define areta AB é 3y — 3x+3=0.

73

7.2.2 Sejam S[—T,—ZJ e R um ponto pertencente a reta AB.

Determina as coordenadas do ponto R de modo que as retas RS e AB sejam perpendiculares.
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8. Considera, em referencial o.n. Oxyz, a pirdmide [ ABCD].

.

Sabe-se que:

= o ponto C pertence ao eixo Oz;
- AC(-4,4,2);
- D(-2,0,0);

* uma equagdo do plano ABC é 2x+Yy+2z=8.

8.1 Identifica o lugar geométrico dos pontos P(X, y,z) do espago que satisfazem a equacgdo

AP.CP=0.
Escreve uma equacdo cartesiana deste lugar geométrico.
8.2 Determina uma equacao cartesiana do plano CAD.

Apresenta a equacido na forma ax+by+cz+d =0, com a,b,c,deR.
Nota: Se ndo conseguiste determinar as coordenadas de C, considera que sdo C(0,0,4) .
8.3 Supde que a 4rea do tridngulo [ABC] é 12.

Determina o volume da pirdmide [ ABCD].
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9. Na figura, estdo representados, em referencial o.n. Oxy, a circunferéncia trigonométrica e o trapézio

[ABCD].

Y C
—2
EV
O« X
A
B

Sabe-se que:
= o ponto E pertence a circunferéncia trigonométrica e ao eixo OX;

= os pontos A e D pertencem a circunferéncia trigonométrica e sdo simétricos em relacdo ao eixo
Ox;

= areta BC é tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto E ;

= os pontos B e C sdo simétricos em relagdo ao eixo OX;

* « é aamplitude em radianos do dngulo EOA, com « € }—%,0[ .

Mostra que a area do trapézio [ABCD] ¢ dada, em funcdo, de & por —sen’atga.

FIM

Sugestao de cotacoes

1. 2. 3. 4. 5. 6.1 6.2 6.3 71 | 721|722 | 81 8.2 8.3 9. Total

10 10 10 10 10 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 200
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Propostas de resolucao

1. Consideremos a seguinte figura, onde D é a projec¢do ortogonal do ponto C no lado [AB].

Tem-se que cow:i ©¢§=8—5®5=6x§©@=2\/§.
/5

cosa ="
3

Assim, pelo teorema de Pitagoras:
_—2 —2 —=2 2 2 —=2 —2 —2
- BC =BD +CD <6 =(2J§) +CD «<36=4x5+CD «<CD =16

. A_C2=EZ+E2 < 52zﬁz+16<:>ﬁzz25—16<:>ﬁzz99 E=@©E=3

CD =16 AD>0

Logo, AB =E+ﬁ3=3+2\/§.
Resposta: C

2. Tem-se que sen(a —%) =—cosa e cos(a—37)=cos(a -z —2r)=cos(a—r)=—Ccosc , pelo que:

sen(a—g]+2cos(a—37r)<0<:>—003a—2005a<0<:>—3c03a <0< cosa >0

Assim, como cosa >0, o angulo de amplitude a pertence ao primeiro quadrante ou ao quarto
quadrante. Mas como ae]—ﬂ,O[, conclui-se que o angulo de amplitude o pertence ao quarto

quadrante e, portanto, sena <0 e tga <0.
Logo:
=sena <0 A cosa >0=senacosa <0 (o produto entre um niimero positivo e um niimero negativo é negativo)

* tga <0 A sena<0=tga+sena <0 (asoma entre dois nimeros negativos é negativa)
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= tga<0 A cos>0=tgacosa <0

Portanto, nenhuma das opg¢des A, B e D é a correta, pelo que a resposta correta devera ser a C.
Verificando:

Como cosa—sena =cosa +(—sena) e como sena <0<>—sena >0, tem-se que:

cosa >0 A —sena >0=cosa +(—sena)>0< cosa—sena >0

(a soma entre dois nimeros positivos é positiva)

Resposta: C

3. Tem-se que:

2 1 2 2 1 2 2 1
(senr+cosa)” =2 < sen® @ +2senrCosa +C0s" o = 5 < sen’ @ +Cos” ¢ + 25eN @ COSr = = =

=1

< 1+2senacosa =%© 2sena cosa =%—1<:> 2sen a cosa =—z

1
< senacosa =3

=1

f—j%
1 sena 1 sena cosa sen‘a+costa 1
Logo, tga + = + = + = —— —-_3
tga cosa SeNa cosa sena sen o cosa 1
Sha -
CoSc 1 3
3
Resposta: A
4. 0Os vetores U e V sdo perpendiculares, pelo que UG-V =0. Assim:
4V-(ZU—J§W)=6<:>8V~U—4J§V~W=6©8x0—4J§V—W=6@—4J§V«W=6©

P 63 6v/3 3

—x L eV W SV W eV W= -
43 3 4x3 12 2

Sendo a a amplitude do angulo formado pelos vetores V e W, tem-se:

\7-v*v=—§c>||\7||><||v”\/||><c:0505=—§<:>1><1><c0305:—§c>c0505=—73 o 05:5—7r

ael0,7] 6

Resposta: A
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5. Um vetor diretordareta r é F(3, a, —%J e um vetor normal ao plano o é ﬁ(b,—3,12) .

Areta r é paralelaao plano « se I e ii forem perpendiculares, isto é,se -fi=0.

Assim, F-ﬁ=O<:>(3,a,—%}-(b,—3,12)=O<:>3b—3a—6=0<:>3b—3a=6<:>—3(a—b)=6<:>a—b=—2

Logo, (a—b)3 :(—2)3 =-8.
Resposta: B

6.1 Paratodo o X €[-7, 7], tem-se —1<sen (gj <1. Assim, para k>0:

—ksksen(ﬁjsk o k—2—ksk—2+ksen(—jsk+k—2c>—2sg(x)s2k—2
2 %,_/

2k-2

(Em cada uma das passagens, a funcdo toma todos os valores reais entre os extremos do intervalo.)
Portanto, em funcio de k , o contradominio da funcio g é [— 2,2k — 2] . Por outro lado, o

contradominio da fungdo g é [-2,4], pelo que 2k —2=4 <2k =6<>k =3.

6.2 Como k =3, a expressdo analitica da fun¢do g fica g(x)=3—-2+3sen (gj =1+3sen [gj .

7x

Assim, 1—g (2x) =6Sen X cos x @1—{1+ 3sen [—J} =6Sen Xcos X < z( —i —3sen X =6Sen Xxcos x <

Z

" <:>0:65enxcosx+3senx<:>3senx(2cosx+l):0

<= 3senx=0 v 2cosx+1=0

1
<senx=0 v cosx=—§

S x=0+kr v Xzz?ﬂJerﬂ v Xz—z?ﬁJerﬂ, keZ
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Logo:

= se k=0, entdo x=0 v X=2—7[ v x:—z—ﬁ; Oe[—ﬁ,f[, 2—”9{—7;,5[ e—z—”e[—n,z[
3 3 2l 3 2 3 2

- dr
= se k=1,entdo X=7 v V X=—1: z¢|l-rt 64—7[95 =
2 3 2
~ A 8
= Se k=—1,enta0 X=—mT V X=—— V X=——; —7¢€ fﬁ,z ,*4166 77r,z 678—”ez ,mf
3 2 3 2 3 2

. ~ ~ . /4 2z
Portanto, o conjunto-solu¢do da equagao no intervalo [—7[,5{ é {—7[,—?,0}.

6.3 Tem-se que:

VA
sen(a—j
COS((Z—Z] sena  tga  tga 2

Assim, como 0[6]—72',0[ e tga <0, conclui-se que o angulo de amplitude « pertence ao quatro

quadrante, pelo que sena <0 e cosa >0

. g(2a+;z)+sen(;z+a):1+3sen(2 ”j—sena:1+356n(27a+%j—sena:

[ S —

sena

=1+3sen [a+%}—5ena =1+3cosa —sena

%f_/
=Cosa
Portanto:
2 1
* como 1+19° @ =———, tem-se que:
Cos“ a

4Y 1 16 1 1 , 1 1 1
I+ ——F=| =—F—l+=—F—9=—-—cs"a=— & CoSa=,|-<C0sa=r_
J2)  cos?a 2 cos’a cos? 9 cosa>0 9 3
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Sena
* como tga=——<< sena =tga xCoSa, tem-se que:
CoSs

14 V2.1 42 1 22

SeNg=——=x-=——

X——=X—=—— —
23 2 23 2 3 3

23 23

Logo, g(2a+7r)+sen(7r+a)=1+3c05a—sena=1+3x%—(—TJ=2+T,

7.1 Vamos representar o retangulo num referencial a nossa escolha, um que seja conveniente, por

exemplo, um em que A é origem do referencial, ou seja, A(0,0), D e G pertencem ao eixo Oy, e E e

B pertencem ao eixo OX.

Assim, se AE =AG =a, com a>0, e dado que G é o ponto médio de [AD] , H é o centro do retangulo

[ABCD] e AB=2AD, entfo:

B(4a,0), C(4a,2a) D(0,2a), E(a,0), F(a,a), G(0,a) e H(2a,a)

Portanto, Aggcoer) = Anaco] ~ Anere) = ABx AD— AE’ —4ax2a—a’=8a’—a’=7a’
Por outro lado:

- GC=C-G=(4a,2a)-(0,a)=(4a,a)

- HB=B-H =(4a,0)—(2a,a)=(2a,-a)

. GC-HB=(4a,a)-(2a,-a)=4ax2a+ax(-a)=8a"-a’=7a’ = Aescoor]
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7.2.1 Como a amplitude do angulo OPB ¢ 5% ,ainclinacdo dareta AB é 7 — 5?” =% .

Ya
C
L ]
57 ®
— B
De 6,\ z
. \s »
0] P X
[
A

B3

Logo, o declive dareta AB éigual a tg (%j = 3 pelo que a equacdo reduzida dareta AB é da forma:

Ve

yz?x+b,com beR

Como o ponto A(—\/g, —2) pertence areta AB, substituindo as suas coordenadas na equacio, tem-se:
—2=—><(—\/§)+b<:>—2=—§+b<:>—2=—1+b<:>b=—1

Portanto, uma equacdo dareta AB é yzgx—lcg3y:J§x—3©3y—J§x+3:O.

>

7.2.2 0 ponto R pertence areta AB, pelo que as suas coordenadas sdo da forma (X,?X -1].
Tem-se que:
. RVK - . .
= 0 declive dareta AB é % ,pelo que U (3, «/g) é um vetor diretor da reta AB;
=asretas RS e AB sdo perpendiculares se RS e G forem perpendiculares, ou seja, se RS-U0=0.
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7J_ J—[ Jg ]:( 7\/5 X \/5 }temse

Como RS=S—R=| ——2 2 || x,2x-1
3 3

RS-G=0 @(—i— —% —1] (3f)= (—%—x}+ﬁx(—§x—l}=0@

3

—73-3x—x—3=0—-4x—83=0=—-4x=83 = x=-23

Logo, as coordenadas do ponto R sdo ( 23, \/_ (—2\/§)—1J , 0u seja, (—2\/5,—3)

8.1 O lugar geométrico dos pontos P(X, y,z) do espaco que satisfazem a equacio AP.CP=0 é a

superficie esférica de didmetro [ AC]:

Como o ponto C pertence ao eixo Oz, as suas coordenadas sdo da forma (0,0, Z). Por outro lado, o
ponto C também pertence ao plano ABC, pelo que, substituindo (0,0, z) na equacao do plano, obtém-

-se 2x0+0+22=8<>2z=8<>z=4.Logo, C(0,0,4).
Como A=C+CA=C—AC, as coordenadas do ponto A, sdo (0,0,4)—(-4,4,2)=(4,-4,2)

Assim:

- AP=P-A=(x,y,2)—(4,-4,2)=(x-4,y+4,2-2)

- CP=P-C=(xy,2)-(0,0,4)=(x,y,z—4)

raiz
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Logo:
AP-CP=0<(x-4,y+4,2-2)-(x,y,2-4)=0=x(x-4)+y(y+4)+(z2-2)(z-4)=0
X —AX+Y -4y +7°—42-2748=0= X"+ Y +7° —4x—4y-62+8=0
Portanto, uma equacéo cartesiana da superficie esférica de didametro [AC] é:
X*+y* +2° —4x—4y—-62+8=0
Outra resolucao:

Para determinarmos uma equacdo cartesiana da superficie esférica de didmetro [AC], podemos

comecar por determinar o seu centro, que é o ponto médio do segmento de reta [AC]. Para tal,

precisamos das coordenadas do ponto C.

Assim, se ao ponto C adicionarmos metade do vetor CA, obtemos o ponto M, o centro da superficie
esférica.

Logo, M =C +%ﬁ:c —%E =(o,o,4)—%(—4,4,2)=(0,0,4)+(2,—2,—1):(2,—2,3).

A medida do raio é CM = /(0-2)" +(0+2) +(4-3)° =VA+4+1=0=3.
Portanto, uma equacdo cartesiana da superficie esférica de didmetro [AC] é:
(x=2)" +(y+2)" +(2-3) =F =(x-2)" +(y+2)" +(2-3)° =9

A equacio (X—2)2 +(y+2)2 +(Z—3)2 =9 é equivalente a equagdo X* + Yy’ +2° —4x—4y—6z+8=0.De

facto:
(x=2)° +(y+2) +(2-3) =9 X2 —4z+4+y —dy+4+22 62+ F=F =

SX+y +72—4x—4y—-62+8=0
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8.2 Seja ni(a,b,c) um vetor normal ao plano ACD.

7i(a.b.c)

C

AO/\D

Os vetores AC e CD=D-C = (-2,0,0)—(0,0,4)=(-2,0,—4) sdo dois vetores ndo colineares paralelos

ao plano ACD, pelo que:

T (ab,c)-(~2,0-4) =

i-CD=0 —2a—4c=0 _2a=4c

<

a=-2c

—4x(-2¢c)+4b+2c=0 4b+10c=0 4b=-10c
o o =
a=-2c

po_10¢ |, __5¢
= 4 & 2
a=-2¢ a=-2¢

n-AC=0 |[(abcc)(-4,4,2)=0 —d4a+4b+2c=0 [-4a+4b+2c=0
& o
0

<~

Logo, tem-se ﬁ(—ZC,—S—ZC,Cj , com ceR\{0}. Fazendo ¢=-2 (por exemplo), tem-se f(4,5,—2), pelo

que uma equagdo do plano ACD é da forma 4x+5y—-2z+d =0.

Como o ponto C(0,0,4) (por exemplo) pertente ao plano ACD, substituindo as suas coordenadas na

equacdo do plano, obtém-se:

4x0+5x0-2x4+d=0=-8+d=0<d=8

~ ACD:4x+5y—-2z+8=0

raiz
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8.3 Consideremos a seguinte figura.

f(2,1,2)

A

ABC:2x+y+2z=8

1 PP —
O volume da pirdmide é dado por 3 A{Asc] xDD'= 3 x12x DD'=4DD’,em que D’ é a projegdo ortogonal

do vértice D no plano ABC.

Seja r a reta perpendicular ao plano ABC que contém o ponto D. Assim, a reta r interseta o plano
ABC no ponto D'.

Como a reta r é perpendicular ao plano ABC, o vetor ﬁ(Z,L 2), que é normal ao plano ABC, é um

vetor diretor dareta r e, portanto, como D(—2,0, 0), uma equagdo vetorial de r é:

(xy,2)=(-2,0,0)+k(212), keR

Logo, um ponto genérico dareta r é ( K, 2k), pelo que, substituindo na equagao de ABC, tem-
-se: 2x( )+k+2><2k=8®—4+4k+k+4k:8©9k:12©k:%ckzg.

wl b

d
13 .

2 2 2
oo 5= 2-2) (0] +[0- £ - [T g5,

3 3) V9 9 o9 9

Portanto, as coordenadas de D’ sdo [—2 +2x g,g,Z X %j' ou seja, (g,

Vi sco) ==

[ABCD] ~ 3 AIABC] xDD'=4DD'=4x4=16.
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9. Consideremos a seguinte figura, em que F é o ponto de interseccao do lado [AD] com o eixo OX.

Y C
—2
F E .
OXa X
A
B

A area do trapézio [ ABCD] é dada por AD—JZFBC % EF .

Mas como EzZﬁ, BC =2BE e ﬁzl—O_F,tem-se que:

+B — 2AF +2BE
AIABCD]:TX F:—X(

1 F )= (AF + BE)(1-OF)

As coordenadas do ponto A sdo (cosa,sena), com cosa >0 e sena <0, e as do ponto B sdo (Ltga),
com tga <0. Assim, AF =—-Sen«, BE =—1lga e OF =cosu e portanto:

sena

Asoco) = (AF +BE )(1-OF ) =(~sena —tg ) (1 cos ) = (—sen a _@J(l_ cosa )=

sena  sena sena
=—Sena +Sena Cosa — —— + X COSG = —SefTar +Sen a CoSa — ——— + Seffr.

cosa  cosa cosa

1 cos’a—-1) sena; )
=sena| cosa ———— |=sena = (cos® @ -1)=—sen’ atgar
cosa cosa cosae

—tga =—sen’a

FIM
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