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Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a op¢do correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item ¢ a letra que identifica a opgéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as

justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao, apresente

sempre o valor exato.

Seja f a fungdo de dominio R, definida por f(x) = 2 sin (— Ex).

1.1. Mostre que f é uma funcao impar.

1.2. Indique o valor logico da afirmacdo “O periodo positivo minimo de f é 8.”

1.3. Considerando a restri¢do de f a [—1, 5], determine:
a)  a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de ordenada 1.

b)  o(s) minimizante(s) de f.

) a area do poligono definido pelos pontos do grafico da fungao /', cujas abcissas foram

encontradas na questio anterior.

Observe a figura onde estdo representadas, num referencial
ortonormado xQOy, as retas r ¢ s que tém ordenadas na origem

simétricas.

Mostre que o tridangulo [ABC] tem 2+/3 unidades de area.

Sejam % = (=3,2V2+a) e ¥ = (%,—2\/5+a)comaE]R.

O angulo formado por U ¢ ¥ é agudo se a tiver o valor:

A —4 B) -3
©) 2 D 4
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Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG].

Sabe-se que D ¢ um ponto do semieixo positivo Oz, 4 ¢ um ponto do semieixo negativo Ox e que a

aresta do cubo mede v/2 unidades. i G
4.1. As coordenadas do ponto D sdo:
A) (0,0,2) (B) (0,0,4)
(©) (0,0,v2) ®)  (0,0,2v2)

4.2. Escreva uma equacdo vetorial da reta CG.

4.3. Escreva uma equagao cartesiana do plano CEG. X

Considere o ponto A(—4,2,1) ¢ areta
ri(x,y,z) =(-52,-1)+k(2,—-1,3),keR
5.1. Justifique que o ponto A4 e a reta r podem definir um plano.
5.2. Designado por S o plano definido por 4 e r, mostre que f: 2x +y —z = =7
53. Areta s:(x,y,z) = (3, —2,\/§) +k(2,—-1,3),k ER
(A) ¢ concorrente ndo perpendicular ao plano .
(B) esta contida no plano S.
(C) ¢ concorrente perpendicular ao plano .

(D) ¢ estritamente paralela ao plano £.

Sejam P e Q dois pontos do espago.

O lugar geométrico dos pontos R do espago tais que ﬁ@) =0 é

(A) o plano mediador de [PQ)]. (B) circunferéncia de diametro [PQ].
(C) asuperficie esférica de diametro [PQ] . (D) amediatriz de [PQ].
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7. Considere a sucessao (a,) de termo geral a, = e
. 17 , ~

7.1. Averigue se - ¢ termo da sucessao.

7.2. Mostreque Vn € N,a,,1 <a,.

7.3. Mostre que (a,) é limitada.
8. Seja (u,) a sucessdo definida por:

_ u1 = _3
Y= ey =up +5,Yn €N

8.1. Mostre que se trata de uma progressao aritmética.

8.2. Escreva o termo geral de (uy,).

8.3. Quantos termos, a partir do terceiro, temos de considerar para que a sua soma seja 4147

FIM
COTACOES
Item
Cotagdo (em pontos)

11 | 12. | 1.3.2) | 1.3.b) | 1.3.0) | 2. | 3. | 41. | 42. | 43. | 50. | 52. [ 53.| 6. | 7.1 | 7.2. | 7.3. | 8.1. | 82. | 83.
10 | 10 | 10 10 10 |10 /10| 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 {10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 200
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1.2.

1.3.
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Proposta de resolucio

. T . s
f(x) =2 sin (—Zx) = —2sin (Zx)
Uma fungdo ¢ impar se Vx € Dy, —x € Dy A f(—x) = —f(x) .
Como Dy = R, se x € Dy entdo —x € Dy .
f(=x) = =2 sin G (—x)) = —2 sin (—%x) = 2 sin Gx) = —f(x).

Assim, podemos concluir que a funcdo f é impar.

Seja P o periodo positivo minimo da fung¢éo f.

Se x € Dy entdo x + P € Dy, porque que Df = R.

fx+P)= —25in<@> = —25in(%x+ %)

Vx ER,f(x+P)=f(x)
. T mP\ _ . T
& Vx €ER, —251n(2x+ T) = 251n(4x)
. T mP\ . T
© Vx € R, sin (Zx + T) = sin (Zx)
Como 2Tt € o periodo positivo minimo da fungao seno, tera de ser
P 2 P=38
_— Lt =
2 T
O valor logico da afirmagdo é verdadeiro.
fit-15]
a) f(x)=1<=>—25in(¥)=1(=)sin(%x)= —%(:)

=T ke v = T dknkez o
X = 6 T 4x— 6 T,

=

& 3

14 2
<=)x=?+8k Vx = —§+8k,kEZ

2 14
Em [—1, 5], as abcissas sdo—Z e —.

b)  Como Dy = R, x toma qualquer valor real pelo que
—1£Sin(z )<1<:) -2< 25111(4 )<2(:> 2<f(x)<2
Logo, o contradominio de f é: [—2,2]
Minimizantes:

f(x)=—2<=>—25in(E)=—2<:>sin(Ex)= 1e
4 4
TC TC
@Zx= E+2kn,keZ<=>x=2+8k,keZ

Em [—1, 5], 0 minimizante é 2.

x\m
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¢)  Ospontos A (— %, 1); B (%, 1) e C(2,—2) definem um triangulo de base [AB] e

yh
altura igual a diferenca das ordenadas de 4 e C. 4l B
| ( 2) 16 /
RE 3 | E s
_20 14 X
Altura : |1 — (=2)|=3 3 . ’
-2
16 C

X
A= 32 = 8 unidades de area.

2. Reta 7:
Va
L ~ V3
Inclinagdo da reta » = 30°. Entdo m, =tan30° = —
3 23
Ordenada na origem: —2v/3
\/§ 7
riy=—x—2V3 >
Y= 3 0 X
Ponto C:
V3 —2v3
0=—x- 23 x=6 P
C(6,0)
Reta s:

Inclinagdo da reta s =180° — 60° =120°. Entéio mg = tan 120° = —/3.
s:y= — V3x 4+ 2v/3

Ponto B:

= —V3x+2V3e=x=2
B(2,0)
Ponto A:

V3
—V3x+2V3 Ay = ?x—Z\@

—\/§x+2\/§=\/?§x—2\/§ & -3x+6=x—6 &
S4x=12=x=3

y=—3

Ponto A( 3, —V/3)

Area do triangulo: @ =2v3
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5.

Se o angulo ¢ agudo entdo u.v > 0

Sendo

1
UP>0 © -3 % §+(2\/§+a)(—2\/§+a)>04=>

i=(-32V2+a) ¢ o= (3,-2VZ+a),

& —-14+ad>-8>02ad>°-9>0 @ac€ ]-3,3]

Resposta: (C)

4.1.

4.2.

4.3.

Porto
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Se a aresta do cubo mede /2, entdo, sendo x a sua diagonal, temos x?

& x2=4 < x =2 (porque x > 0 dado ser um comprimento).
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Como D é um ponto do eixo das cotas, tem abcissa e ordenada nula pelo que D (0,0,2).

Resposta: (A)
€(0,-1,1) e G(—V2,0,2)

Vetor diretor: CG = (—\/Z 1,1)

Reta CG: (x,y,2z) = (0,—1,1) + k(—\/z 1, 1), keR

Plano CEG
cG = (—v2,1,1)

CE = (0,1,1) — (0,—1,1) = (0,2,0)
Seja 7 = (a, b, ¢) um vetor normal ao plano CEG
#.CG=0 ARCE=0&
{(a, bo).(—V2,1,1) =0 _
(a,b,c).(0,2,0) =0

@{—\/Ea+b+c=0 o
2b=0

(:){—\/ia+c=0 @{c=\/§a o

Logo, 7 = (a,0,v2a).

Paraa = 1,7 = (1,0,/2)

O ponto € (0, —1, 1) pertence ao plano CEG:
x—0)+V2(z—-1) =0=x+V2z=+2

ZA

"

=(D) +(V2) e
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5.3.
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Se 4 ndo pertencer a r podemos definir um plano.

(-4,2,1) =(-5,2,-1)+k(22,-1,3) &
=(-4,21)=(-5+2k2—-k-1+3k) =
& —4=-54+2kAN2=2-k AN1=-14+3ke
Sk=sAk=0Ak==

Como o sistema é impossivel, o ponto 4 ndo pertence a reta » e, como tal, podem definir um

plano.

Vetor diretor da reta: 7 = (2,—1,3)

Sendo R(—5, 2, —1) um ponto da reta r, vamos definir
AR = (-5,2,-1) — (-4,2,1) = (-1,0,-2)
Sejatig = (a,b,c)

1.7 =0 A @.Zﬁ:o@

(a,b,c).(2,-1,3) =0
{(a, b,¢).(-1,0,—2) =0

2a—b+3c=0 2a—b+3c=0
(:){—a—Zc:O (:){a=—2c <
b=-—c
(:){a= —2c

Logo, fig = (=2¢,— ¢, ¢).

Parac = 1vEm 7g = (=2,-1,1).

A(—4,2,1)

B: —2x+4)-1(y—-2)+1(z-1) =0
S -2x—y+z=72x+y—z=-7

Ponto genérico daretas: S (3 + 2k, —2 — k,\/5 + 3k)
Plano B: 2x +y—z = -7
2@+2k)+(-2—k)—(V5+3k)=-7e6+4k-2—-k-V5-3k=-7 &
= 4-5=—
A equacdo ¢ impossivel pelo que a reta ¢ estritamente paralela ou esta contida no plano.
Ponto da reta s: (3, -2, \/E)
Se o ponto pertencer ao plano, a reta esta contida no plano, caso contrario, a reta & estritamente
paralelaa (5.
2 x 3 —2 —+/5 = —7 ¢ falso. Entfio a reta é estritamente paralela ao plano f3.

Resposta: (D)
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6. Dados dois pontos do espaco, P e O, o lugar geométrico dos pontos R tais que
RP. R—Q) = 0 é a superficie esférica de diametro [PQ].
Resposta: (C)

2n+6
7 an = n+2
71, 2 _ U o 17m+34=18n+54 =
n+2 9
S -—n=20=n=-20

Como —20 &€ N, nao ¢ termo da sucessao.

72. vneN,a, 1 <a, ©VneEN, a1 —a, <0
2m+1)+6 2n+8
M= Y1+ 2 n+3
2n+8 2n+6 2n*+4n+8n+16—2n%—6n—6n—18

Ap+1 — An = Tl+3_ n+2 - (n+3)(n+2)
-~ _ <0VneN
n+3)(n+2)
2n+6 2
7.3. —y = 2 Calculo auxiliar
nzlen+223e0<—<1o 6 |n+2
23 —2n—4 2
0< <2 2<2+ 2 .3 2
= - = — <=
n+2" 3 n+2" 3

8 o qes
ComovVneN, 2< aq, < 3> asucessao ¢ limitada.

81. u,,=u,+5vwmeN u,,; —u,=5VvneN.

Como a diferenga entre quais quer dois termos consecutivos é constante, (u,) é uma

progressao aritmética.
82. up,=uy +(n—-1)xr
U, = -3+(n—-1)X5u,= —-8+5n

8.3. u2=—8+5><2<=>u2=2

—3+5n—8
Sy —S, =414 & T><n—(—3+2)=414<=>
_1liv112+4><5><826
& Gn-11)xn+2=828 n= 1059
=14vn=——"
& 5n2—11n—-826 =0 < n =14 (n € N) " "=

Temos de adicionar 12 termos a partir do terceiro para que a soma desses termos seja 414.

PE - 9



