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TESTE N.º 2 – Proposta de resolução 
 

1. A altura da maré, no porto de Leixões, às 0 horas do dia 18 de outubro de 2023 é dada por ℎ�0	:
 ℎ�0	 
 8 � 5sen�0,2 � 0 � 1	 
 8 � 5sen�1	 

Pretende-se determinar quanto tempo decorreu até ao primeiro instante em que se voltou a registar 

a mesma altura da maré, nesse porto, de acordo com o modelo apresentado, pelo que a equação 

que permite determinar esse instante é: ℎ��	 
 ℎ�0	 

Utilizando � como variável independente: 8 � 5sen�0,2� � 1	 
 8 � 5sen�1	 
 Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora: 

 �� 
 8 � 5sen�0,2� � 1	,    0 � � � 48 

 �� 
 8 � 5sen�1	 

  0,71 � 60 � 43 

 Decorreram 5 horas e 43 minutos até se voltar a registar a altura da maré registada às 0 horas. 

 

2. Opção (A) 

Uma vez que o hexágono regular ���� !"] tem perímetro 6√3, a medida de cada um dos seus 

lados é √3. 

 �$$$$$$⃗ . '� $$$$$⃗ � "�$$$$$⃗ ( 
  �$$$$$$⃗ . � $$$$$⃗ �  �$$$$$$⃗ . "�$$$$$⃗)*+*,-.$$$$$$⃗  / 01$$$$$$⃗ 
 

                   
  �$$$$$$⃗ . '��$$$$$⃗ � � $$$$$$⃗ ( � 0 
 

                   
  �$$$$$$⃗ . ��$$$$$⃗)*+*,-.$$$$$$⃗  / 2.$$$$$$$⃗ �  �$$$$$$⃗ . � $$$$$$⃗  

                       
 3 �$$$$$$⃗ 3 � 3� $$$$$$⃗ 3 � cos�180°	 
 

                       
 7�3	� 
 

                           
 79 

 

Cálculo auxiliar 

3 �$$$$$$⃗ 3� � 3��$$$$$⃗ 3� 
 3� $$$$$⃗ 3�
 

Assim: 

      3 �$$$$$$⃗ 3� � '√3(� 
 '2√3(�
 

⇔ 3 �$$$$⃗ 32 � 3 
 12 

⇔ 3 �$$$$⃗ 32 
 9 

Logo, 3 �$$$$$$⃗ 3 
 3. 
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3. Opção (B)  

 Sabendo que a reta : é perpendicular à reta ;, podemos concluir que <= � <> 
 71. 

 <= 
 2√3 � 3?       <> 
 7 �√@ 

 Assim: 

    '2√3 � 3?( � A7 �√@B 
 71 ⇔ 2√3 � 3? 
 √3 ⇔ 3? 
 7√3 

                                                                            ⇔ ? 
 7 √@@  

 

4.  

4.1 Sendo C��, �	 um qualquer ponto pertencente à circunferência de diâmetro ���D, tem-se  

�C$$$$$⃗ . �C$$$$$⃗ 
 0. 

�C$$$$$⃗ 
 C 7 � 
 ��, �	 7 �1, 73	 
 �� 7 1, � � 3	 

�C$$$$$⃗ 
 C 7 � 
 ��, �	 7 �4, 71	 
 �� 7 4, � � 1	 

Assim: 

�C$$$$$⃗ . �C$$$$$⃗ 
 0 ⇔ �� 7 1, � � 3	. �� 7 4, � � 1	 
 0 ⇔ �� 7 1	�� 7 4	 � �� � 3	� � � 1	 
 0 ⇔ �� 7 4� 7 � � 4 � �� � � � 3� � 3 
 0  ⇔  �� 7 5� � �� � 4� 
 77  
⇔  �� 7 5� � E52F� � �� � 4� � 2� 
 77 � E52F� � 2� 

⇔  E� 7 52F� � �� � 2	� 
 77 � E52F� � 2�   
⇔  E� 7 52F� � �� � 2	� 
 134    

A equação reduzida da circunferência de diâmetro ���D é A� 7 G�B� � �� � 2	� 
 �@H . 
 

4.2 As coordenadas do ponto I, ponto médio de �� D, são: 

I 
 AJ�KLHML�MN
� , �L�JO	� B 
 �P� � 2P 7 5, 73	, P ∈ ℝL

. 

A abcissa de I é simétrica da sua ordenada, logo:  P� � 2P 7 5 
 3 ⇔ P� � 2P 7 8 
 0 

⇔ P 
 72 S T2� 7 4 � 1 � �78	2  

  ⇔ P 
 J�SU�  

  ⇔ P 
 74 ∨ P 
 2 
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P ∈ ℝL, logo P 
 2. 

Logo, as coordenadas dos pontos �,   e I são, respetivamente:  �710 � 4 � 2, 2	 
 �72, 2	 �2 � 2�, 78	 
 �8, 78	 �2� � 2 � 2 7 5, 73	 
 �3, 73	 
Sendo C��, �	 um qualquer ponto pertencente à reta mediatriz de �� D, tem-se � $$$$$⃗ . IC$$$$$$⃗ 
 0. 

 � $$$$$⃗ 
  7 � 
 �8, 78	 7 �72, 2	 
 �10, 710	 
 IC$$$$$$⃗ 
 C 7 I 
 ��, �	 7 �3, 73	 
 �� 7 3, � � 3	 
 Assim: �10, 710	. �� 7 3, � � 3	 
 0 ⇔ 10�� 7 3	 7 10�� � 3	 
 0 

                                          ⇔ 10� 7 30 7 10� 7 30 
 0 

                                          ⇔ 10� 
 10� 7 60 

                                          ⇔ � 
 � 7 6 

 A equação � 
 � 7 6 é a equação reduzida da mediatriz do segmento de reta �� D. 
 

5. Opção (C) 

A circunferência W é definida por A� � ��B� � �� 7 1	� 
 �GH , pelo que as coordenadas do seu centro 

são A7 �� , 1B. 

�C$$$$$⃗ ∙ ��$$$$$⃗ 
 0 ⇔ �� 7 1, � 7 3	. A7 �� 7 1, 1 7 3B 
 0 

                        ⇔ �� 7 1, � 7 3	. A7 @� , 72B 
 0 

                        ⇔ 7 @� �� 7 1	 � �72	�� 7 3	 
 0 

                        ⇔ 7 @� � � @� 7 2� � 6 
 0 

                        ⇔ 2� 
 7 @� � � �G�  

                        ⇔ � 
 7 @H � � �GH  

O conjunto de pontos C��, �	 que satisfazem a condição �C$$$$$⃗ ∙ ��$$$$$⃗ 
 0 corresponde à reta tangente 

à circunferência em � definida pela equação reduzida � 
 7 @H � � �GH . 

 

6. Opção (D) 

Para que o ângulo �YC seja agudo, é necessário que se verifique Y�$$$$$⃗ . YC$$$$$⃗ Z 0, sendo Y�$$$$$⃗  e YC$$$$$⃗  

vetores não colineares. 

Uma vez que o ponto C pertence à reta :, as suas coordenadas são �4 7 3P, 1 � P	, com P ∈ ℝ. 
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Y�$$$$$⃗ 
 �2, 4	 e YC$$$$$⃗ 
 �4 7 3P, 1 � P	, P ∈ ℝ. 

Assim: 

Y�$$$$$⃗ . YC$$$$$⃗ Z 0  ∧    4 7 3P2 \ 1 � P4 ⇔ �2, 4	. �4 7 3P, 1 � P	 Z 0  ∧  16 7 12P \ 2 � 2P 

                                             ⇔ 2�4 7 3P	 � 4 � 1 � P	 Z 0   ∧   14P \ 14 

                                             ⇔ 8 7 6P � 4 � 4P Z 0   ∧   P \ 1 

                                             ⇔ 72P Z 712 ∧  P \ 1 

                                             ⇔ P ] 6  ∧   P \ 1 

C.S. = D7∞, 1� ∪ D1, 6� 
 

7. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto `, ponto de interseção da reta perpendicular 

ao plano α e que contém o ponto C, com o plano α. 

O vetor de coordenadas �2, 71, 1	 é um vetor normal ao plano α, logo é um vetor diretor de qualquer 

reta que lhe seja perpendicular. 

Assim, uma equação vetorial da reta perpendicular ao plano α e que contém o ponto C é: ��, �, b	 
 �73, 4, 71	 � P�2, 71, 1	, P ∈ ℝ 

Um ponto genérico da reta é do tipo �73 � 2P, 4 7 P, 71 � P	, com P ∈ ℝ. 

Substituindo as coordenadas do ponto genérico na equação do plano α, obtemos: 

     2�73 � 2P	 7 �4 7 P	 � �71 � P	 7 7 
 0 ⇔ 76 � 4P 7 4 � P 7 1 � P 7 7 
 0 

                                                                       ⇔ 6P 
 18 

                                                                       ⇔ P 
 3 

Para P 
 3, obtemos o ponto de coordenadas �73 � 2 � 3, 4 7 3, 71 � 3	 
 �3, 1, 2	. 
Logo, `�3, 1, 2	. 
Seja C′ o simétrico do ponto C em relação ao plano α. 

As coordenadas de  C′ podem ser obtidas por ` � C`$$$$⃗ . 

C`$$$$⃗ 
 ` 7 C 
 �3, 1, 2	 7 �73, 4, 71	 
 �6, 73, 3	 

Assim, Cd 
 �3, 1, 2	 � �6, 73, 3	 
 �9, 72, 5	. 

 

8.  

8.1 ��$$$$$⃗ 
 � 7 � 
 �1, 71, 2	 7 �72, 5, 0	 
 �3, 7 6, 2	 

��$$$$$⃗ 
 � 7 � 
 �3, 2, 8	 7 �72, 5, 0	 
 �5, 7 3, 8	  
Seja e$⃗ �?, f, g	 um vetor, não nulo, simultaneamente perpendicular aos vetores ��$$$$$⃗  e ��$$$$$⃗ : 

he$⃗ ∙ ��$$$$$⃗ 
 0
e$⃗ ∙ ��$$$$$⃗ 
 0 ⇔ h�?, f, g	 ∙ �3, 76, 2	 
 0

�?, f, g	 ∙ �5, 73, 8	 
 0 ⇔ i3? 7 6f � 2g 
 0
5? 7 3f � 8g 
 0 ⇔ i3? 7 6f � 2g 
 0

3f 
 5? � 8g  
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            ⇔ i3? 7 2 � �5? � 8g	 � 2g 
 0
3f 
 5? � 8g ⇔ i3? 7 10? 7 16g � 2g 
 0

3f 
 5? � 8g ⇔ i 77? 
 14g
3f 
 5? � 8g     

 ⇔ i ? 
 72g
3f 
 5 � �72g	 � 8g ⇔ i ? 
 72g

3f 
 710g � 8g ⇔ h ? 
 72g
3f 
 72g ⇔ h? 
 72g

f 
 J�j@
 

Seja, por exemplo, g 
 73: e$⃗ �6, 2, 73	 
Assim, uma equação cartesiana do plano ��� é da forma 6� � 2� 7 3b � k 
 0 e o ponto � de 

coordenadas �72, 5, 0	 pertence ao plano, logo: 6 � �72	 � 2 � 5 7 3 � 0 � k 
 0 ⇔ k 
 2 

Uma equação cartesiana do plano ��� é 6� � 2� 7 3b � 2 
 0. 

 

8.2 Opção (D) 

Uma vez que o plano β é paralelo à reta ��, isso significa que um vetor normal a β é 

perpendicular a um vetor diretor da reta ��, por exemplo, o vetor ��$$$$$⃗ , cujas coordenadas são 

�2, 3, 6	 e, portanto, e$⃗ m. ��$$$$$⃗ 
 0. Além disso, o ponto de coordenadas �71, 2, 71	 tem de 

pertencer ao plano. Assim: 

(A) e$⃗ m é colinear a ��$$$$$⃗ , logo e$⃗ m. ��$$$$$⃗ \ 0. 

(B) e$⃗ m. ��$$$$$⃗ 
 �3, 2, 72	. �2, 3, 6	 
 6 � 6 7 12 
 0 

       Verifiquemos se o ponto de coordenadas �71, 2, 71	 pertence ao plano:  

       3 � �71	 � 2 � 2 7 2 � �71	 � 3 
 0 ⇔ 6 
 0, falso, logo o ponto não pertence ao plano. 

(C) e$⃗ m é colinear a ��$$$$$⃗ , logo e$⃗ m. ��$$$$$⃗ \ 0. 

(D) e$⃗ m. ��$$$$$⃗ 
 �73, 72, 2	. �2, 3, 6	 
 76 7 6 � 12 
 0 

       Verifiquemos se o ponto de coordenadas �71, 2, 71	 pertence ao plano:  

     73 � �71	 7 2 � 2 � 2 � �71	 � 3 
 0 ⇔ 0 
 0, verdadeiro, logo o ponto pertence ao 

plano. 

 

8.3 Sendo C��, �, b	 um qualquer ponto do espaço pertencente à superfície esférica de diâmetro 

�� D, tem-se que �C$$$$$⃗ .  C$$$$$⃗ 
 0. 

�C$$$$$⃗ 
 C 7 � 
 ��, �, b	 7 �72, 5, 0	 
 �� � 2, � 7 5, b	 

 C$$$$$⃗ 
 C 7  
 ��, �, b	 7 �3, 5, 2	 
 �� 7 3, � 7 5, b 7 2	 
Assim: 

�C$$$$$⃗ .  C$$$$$⃗ 
 0 ⇔ �� � 2, � 7 5, b	. �� 7 3, � 7 5, b 7 2	 
 0 

                  ⇔ �� � 2	�� 7 3	 � � � 7 5	� � 7 5	 � b�b 7 2	 
 0 

                  ⇔ �� 7 3� � 2� 7 6 � � � 7 5	� � b� 7 2b 
 0 



 

                   Teste N.º 2 de Matemática A 11.º Ano                                                                  Expoente11 | Daniela Raposo e Luzia Gomes  

                     Com colaboração de Daniela Breda 

⇔ �� 7 � �� � 7 5	� � b� 7 2b 
 6 

 ⇔ �� 7 �� A��B� � � � 7 5	� � b� 7 2b � 1� 
 6 � A��B� � 1� 

⇔ E� 7 12F�  �� � 7 5	� � �b 7 1	� 
 6 � 14 � 1 

        ⇔ A� 7 ��B�  �� � 7 5	� � �b 7 1	� 
 �nH  

 

8.4 ��o 
 ��$$$$$⃗ , � $$$$$$⃗p
 

cos A��$$$$$⃗ , � $$$$$$⃗p B 
 ��$$$$$⃗ . � $$$$$$⃗3��$$$$$⃗ 3 � 3� $$$$$$⃗ 3 

Tem-se que: 

cos A��$$$$$⃗ , � $$$$$$⃗p B 
 307 � √40 

Logo, A��$$$$$⃗ , � $$$$$$⃗p B 
 cosJ� A @Kq�√HKB  e 

A��$$$$$⃗ , � $$$$$$⃗p B � 47°. 
 

9. As coordenadas do ponto � em função de α são �3cosα, 3senα	. 
Uma vez que os pontos � e � têm a mesma ordenada, podemos concluir que as coordenadas do 

ponto � em função de α são �73cosα, 3senα	. 
Y�$$$$$⃗ 
 � 7 Y 
 �73cosα, 3senα	 7 �0, 0	 
 �73cosα, 3senα	 
Y�$$$$$⃗ 
 � 7 Y 
 �3cosα, 3senα	 7 �0, 0	 
 �3cosα, 3senα	 
Y�$$$$$⃗ . Y�$$$$$⃗ 
 n�  ⇔ �73cosα, 3senα	. �3cosα, 3senα	 
 n� ⇔ 79 cos� α � 9sen�α 
 n� 

                                                                                ⇔ 7 cos� α � sen�α 
 �� 

                                                                                ⇔ 7 cos� α � �1 7 cos�α	 
 �� 

                                                                                ⇔ 7 cos� α � 1 7 cos�α 
 �� 

                                                                                ⇔ 7 2cos� α 
 7 �� 

                                                                               ⇔ cos� α 
 �H 

 tg�α � 1 
 �tuvN w, pelo que tg�α � 1 
 �xy ⇔ tg�α � 1 
 4 ⇔ tg�α 
 3 

α ∈ z{� , π}, logo tgα 
 7√3. 

<~1 
 tgα 
 7√3 

A reta Y� passa pela origem do referencial, pelo que a sua equação reduzida é � 
 7√3�. 

Cálculos auxiliares 

��$$$$$⃗ 
 �72, 5, 0	 7 �1, 71, 2	 
 �73, 6, 72	 

3��$$$$$⃗ 3 
 T�73	� � 6� � �72	� 
 √9 � 36 � 4 
 √49 
 7 

� $$$$$$⃗ 
 �3, 5, 2	 7 �1, 71, 2	 
 �2, 6, 0	 

3� $$$$$$⃗ 3 
 T2� � 6� � 0� 
 √4 � 36 
 √40 

��$$$$$⃗ . � $$$$$$⃗ 
 �73, 6, 2	. �2, 6, 0	 
 76 � 36 � 0 
 30 

 


