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TESTE N.º 2 – Proposta de resolução 
 

 

1.  
1.1. Sabemos que 𝐴𝐴(cosα , sen α), 𝐵𝐵(1, sen α) e 𝐶𝐶(1, tgα). 

Como 𝐴𝐴 pertence ao 3.º quadrante cosα < 0, senα < 0 e tgα > 0. 

 𝐴𝐴[𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴] = 𝐴𝐴𝐴𝐴����×𝐴𝐴𝐴𝐴����
2

= (1−cosα)(−senα+tgα)
2

= −senα+senαcosα+tgα−senα
2

= 

                                                           = −2senα+senαcosα+tgα
2

= 

                                                           = senα
2

�−2 + cosα + tg α
senα

� = 

                                                           = senα
2

�−2 + cosα + senα
cosα senα

� = 

                                                           = senα
2

�−2 + cosα + 1
cosα

�       c.q.d. 

 

1.2. cos�−π
2
− α� = 3

5
⇔ − senα = 3

5
⇔ senα = −3

5
 

            sen2 α + cos2 α = 1 

            9
25

+ cos2 α = 1 ⇔ cos2 α = 16
25
⇔ cosα = ± 4

5
 

           Como α ∈ 3. ° Q, cosα = −4
5
. 

senα
2

× �−2 + cosα +
1

cosα
� = −

3
10

× �−2−
4
5
−

5
4
� = −

3
10

× �−
40
20

−
16
20

−
25
20
� = 

                                                                                              = − 3
10

× �− 81
20
� = 

                                                                                              = 243
200

 

 

1.3. 9π
8

< α1 < 11π
8

 

           𝐴𝐴 �α1 + π
8
� = 3𝐴𝐴 (α1) 

Utilizando 𝑥𝑥 como variável independente: 

           𝐴𝐴 �𝑥𝑥 + π
8
� = 3𝐴𝐴(𝑥𝑥) 

Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora: 

𝑓𝑓1(𝑥𝑥) =
sen �𝑥𝑥 + π

8�
2

�−2 + cos �𝑥𝑥 +
π
8
� +

1

cos �𝑥𝑥 + π
8�
� 

            𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 3 sen(𝑥𝑥)
2

�−2 + cos𝑥𝑥 + 1
cos𝑥𝑥

� 
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2. Opção (D) 

    α ∈ �−3π
2

,−π�    

    α ∈ 2. ° Q 

  β ∈ �3π
2

,2π�   

   β ∈ 4. ° Q 

senα × cosβ > 0 

tgα  × tgβ > 0 

cosα+ senβ < 0 

senα − senβ > 0 

 

3. Opção (D) 

    π < 4 < 3π
2

 

     
 

4. α ∈ ]−π, 0[ 

    tg(π − α) = −2 ⇔ − tg α = −2 

                               ⇔ tgα = 2 

    Como α ∈ ]−π, 0[ e tgα > 0, então α ∈ 3. ° Q. 

cos(−π− α) − tg(−α) + sen �
π
2
− α� + cos(α + π) = − cosα + tgα + cosα − cosα = 

                                                                                   = − cosα + tgα = √5
5

+ 2 

𝐼𝐼(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

𝑎𝑎 ≈ 4,22 

𝑏𝑏 ≈ 6,07 
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5. Opção (A) 

     𝐷𝐷𝑓𝑓 = �𝑥𝑥 ∈ ℝ: 1 − tg2(2𝑥𝑥) ≠ 0 ∧  2𝑥𝑥 ≠ π
2

+ 𝑘𝑘π,𝑘𝑘 ∈ ℤ� 

𝐷𝐷𝑓𝑓 = ℝ ∖ �𝑥𝑥: 𝑥𝑥 =
π
4

+
𝑘𝑘π
2
∨ 𝑥𝑥 =

π
8

+
𝑘𝑘π
4

,𝑘𝑘 ∈ ℤ� 

Averiguemos se 𝜋𝜋
2
 é período de 𝑓𝑓: 

• ∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 ⟹ 𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
2
∈ D𝑓𝑓 

• ∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 ⟹ 𝑓𝑓 �𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
2
� = 1

1−tg2�2𝑥𝑥+2π2 �
= 1

1−tg2(2𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 

π
2
 é período da função 𝑓𝑓. 

 

6. 
6.1. Seja 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 qualquer: 

            𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (cos𝑥𝑥 + tg 𝑥𝑥)2 + (1 − sen𝑥𝑥)2 = 

                    = cos2 𝑥𝑥 + 2 cos𝑥𝑥 tg𝑥𝑥 + tg2 𝑥𝑥 + 1 − 2 sen𝑥𝑥 + sen2 𝑥𝑥 = 

                    = cos2 𝑥𝑥 + sen2 𝑥𝑥 + 2 sen𝑥𝑥 + 1
cos2 𝑥𝑥

− 2 sen𝑥𝑥 = 

                    = 1 + 1
cos2 𝑥𝑥

 

 

Cálculos auxiliares 

• 1 − tg2(2𝑥𝑥) = 0 ⇔ tg2(2𝑥𝑥) = 1 ⇔ tg(2𝑥𝑥) = 1  ∨   tg(2𝑥𝑥) = −1 

                                        ⇔ 2𝑥𝑥 = π
4

+ 𝑘𝑘π  ∨   2𝑥𝑥 = −π
4

+ 𝑘𝑘π, 𝑘𝑘 ∈ ℤ 

                                        ⇔ 𝑥𝑥 = π
8

+ 𝑘𝑘π
2

  ∨   𝑥𝑥 = −π
8

+ 𝑘𝑘π
2

, 𝑘𝑘 ∈ ℤ 

                                        ⇔  𝑥𝑥 = π
8

+ 𝑘𝑘π
4

, 𝑘𝑘 ∈ ℤ 

• 2𝑥𝑥 = π
2

+ 𝑘𝑘π,𝑘𝑘 ∈ ℤ ⇔ 𝑥𝑥 = π
4

+ 𝑘𝑘π
2

,𝑘𝑘 ∈ ℤ 

 

 

 

Cálculo auxiliar 

1 + tg2 α =
1

cos2 α
 

1 + 4 =
1

cos2 α
⇔

1
cos2 α

= 5 ⇔ cos2 α =
1
5
⇔ cosα = ±

√5
5

 

Como α ∈ 3. ° Q, cosα = −√5
5
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6.2. ∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 , 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 ⟹ −𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 

           𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = 1 + 1
cos2(−𝑥𝑥) = 1 + 1

cos2 𝑥𝑥
= 𝑓𝑓(𝑥𝑥),∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 

           Logo, 𝑓𝑓 é par. 

 

6.3 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3 ⇔ 1 + 1
cos2 𝑥𝑥

= 3 

                     ⇔ 1
cos2 𝑥𝑥

= 2 

                          ⇔ cos2 𝑥𝑥 = 1
2
  

                          ⇔ cos𝑥𝑥 = √2
2

   ∨   cos𝑥𝑥 = −√2
2

 

                          ⇔ cos𝑥𝑥 = cos �π
4
�  ∨   cos𝑥𝑥 = cos �3π

4
� 

                          ⇔ 𝑥𝑥 = π
4

+ 2𝑘𝑘π  ∨   𝑥𝑥 = −π
4

+ 2𝑘𝑘π  ∨   𝑥𝑥 = 3π
4

+ 2𝑘𝑘π  ∨   𝑥𝑥 = −3π
4

+ 2𝑘𝑘π,𝑘𝑘 ∈ ℤ 

                          ⇔ 𝑥𝑥 = π
4

+ 𝑘𝑘π
2

, 𝑘𝑘 ∈ ℤ 

 

7. 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 + 4𝑦𝑦 = 11 ⇔ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 + 𝑦𝑦2 + 4𝑦𝑦 + 4 = 11 + 1 + 4 

                                          ⇔ (𝑥𝑥 − 1)2 + (𝑦𝑦 + 2)2 = 16 

    C(1,−2) 𝑟𝑟 = 4 

𝐴𝐴�̂�𝐶𝐵𝐵 = α 

𝛼𝛼 × 𝑟𝑟 =
10π

3
⇔ 4α =

10π
3

 

                    ⇔ α = 10π
12

 

                    ⇔ α = 5π
6

 
 

𝐶𝐶𝐴𝐴�����⃗ ∙ 𝐵𝐵𝐶𝐶�����⃗ = 𝐶𝐶𝐴𝐴�����⃗ ∙ �−𝐶𝐶𝐵𝐵�����⃗ � = −𝐶𝐶𝐴𝐴�����⃗ ∙ 𝐶𝐶𝐵𝐵�����⃗ = 

                = −�𝐶𝐶𝐴𝐴�����⃗ �× �𝐶𝐶𝐵𝐵�����⃗ �× cos �𝐶𝐶𝐴𝐴�����⃗ ,𝐶𝐶𝐵𝐵�����⃗� �= 

                = −4 × 4 × cos �5π
6
� = 

                = −16 × �−√3
2
� = 

                = 8√3 

8. Opção (C) 

1 + tg2α =
1

cos2α
 

1 + tg2α =
1

�− 1
√10

�
2 ⇔ 1 + tg2α = 10 ⇔ tg2α = 9 ⇔ tg α = 3  ⋁  tg α = −3  
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Como cosα < 0 e α é a inclinação da reta 𝑟𝑟, então α ∈ ]90°, 180°[, logo tg α < 0, ou seja,  

tg α = −3. 

Assim, 𝑚𝑚𝑟𝑟 = −3. Logo, o declive de uma reta perpendicular à reta 𝑟𝑟 terá de ser igual a 1
3
. 

 

9. 
9.1. Opção (D) 

Averiguemos qual das equações seguintes define uma reta 

perpendicular à reta 𝐵𝐵𝐷𝐷 e que passa no ponto 𝐹𝐹:  

• (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (10,5,6) + 𝑘𝑘(−4,0,1),𝑘𝑘 ∈ ℝ 

O ponto de coordenadas (10, 5, 6) pertence à reta 

(−4, 0, 1) ∙ (−1, 9, 4) = 4 + 4 = 8 , logo a reta definida acima não é 

perpendicular à reta 𝐵𝐵𝐷𝐷. 

• (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (10, 5, 6) + 𝑘𝑘(−6, 2, 3),𝑘𝑘 ∈ ℝ 

O ponto de coordenadas (10,5,6) pertence à reta 

(−6, 2, 3) ∙ (−1, 9, 4) = 6 + 18 + 12 = 36 , logo a reta definida acima não é perpendicular à 

reta 𝐵𝐵𝐷𝐷. 

• (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (7, 2, 0) + 𝑘𝑘(−1,−1, 2),𝑘𝑘 ∈ ℝ 

     (10, 5, 6) = (7, 2, 0) + 𝑘𝑘(−1,−1, 2) ⇔ (10, 5, 6) = (7 − 𝑘𝑘, 2 − 𝑘𝑘, 2𝑘𝑘) 

      ⇔ �
10 = 7 − 𝑘𝑘
5 = 2 − 𝑘𝑘

6 = 2𝑘𝑘
⇔ �

𝑘𝑘 = −3
𝑘𝑘 = −3
𝑘𝑘 = 3

        Condição impossível. 

O ponto de coordenadas (10, 5, 6) não pertence à reta. 

• (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (−16, 3, 4) + 𝑘𝑘(13, 1, 1),𝑘𝑘 ∈ ℝ 

     (10, 5, 6) = (−16, 3, 4) + 𝑘𝑘(13, 1, 1) ⇔ (10, 5, 6) = (−16 + 13𝑘𝑘, 3 + 𝑘𝑘, 4 + 𝑘𝑘) 

 ⇔ �
10 = −16 + 13𝑘𝑘

5 = 3 + 𝑘𝑘
6 = 4 + 𝑘𝑘

⇔ �
𝑘𝑘 = 2
𝑘𝑘 = 2
𝑘𝑘 = 2

⇔ 𝑘𝑘 = 2 , logo o ponto de coordenadas (10, 5, 6) pertence à 

reta. 
(13, 1, 1) ∙ (−1, 9, 4) = −13 + 9 + 4 = 0 , logo a reta definida acima é perpendicular à reta 

𝐵𝐵𝐷𝐷. 

 

9.2. O ponto 𝐵𝐵 é a interseção do plano 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐹𝐹 com a reta 𝐵𝐵𝐷𝐷. 
Determinemos, então uma equação do plano 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐹𝐹. 

𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ = 𝐹𝐹 − 𝐹𝐹 = (7, 11, 4) − (10, 5, 6) = (−3, 6,−2) 

Uma equação do plano 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐹𝐹 é do tipo −3𝑥𝑥 + 6𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 + 𝑑𝑑 = 0. 
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Como 𝐹𝐹(10, 5, 6) pertence ao plano:  

−3 × 10 + 6 × 5 − 2 × 6 + 𝑑𝑑 = 0 ⇔ 𝑑𝑑 = 12 

𝐵𝐵𝐶𝐶𝐹𝐹: −3𝑥𝑥 + 6𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 + 12 = 0 

𝐵𝐵𝐷𝐷: (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (3,−9,−1) + 𝑘𝑘(−1, 9, 4),𝑘𝑘 ∈ ℝ 

Ponto genérico da reta 𝐵𝐵𝐷𝐷: (3 − 𝑘𝑘,−9 + 9𝑘𝑘,−1 + 4𝑘𝑘), com 𝑘𝑘 ∈ ℝ 

Substituindo as coordenadas do ponto genérico da reta 𝐵𝐵𝐷𝐷 na equação do plano 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐹𝐹: 

−3(3− 𝑘𝑘) + 6(−9 + 9𝑘𝑘)− 2(−1 + 4𝑘𝑘) + 12 = 0 ⇔ −9 + 3𝑘𝑘 − 54 + 54𝑘𝑘 + 2 − 8𝑘𝑘 + 12 = 0 

                                                                             ⇔ 49𝑘𝑘 = 49 

                                                                                ⇔ 𝑘𝑘 = 1 
 

𝐵𝐵(3 − 1,−9 + 9,−1 + 4) 

𝐵𝐵(2, 0, 3) 
 

𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ = 𝐹𝐹 − 𝐵𝐵 = (7, 11, 4) − (2, 0, 3) = (5, 11, 1) 

 

9.3. 𝑂𝑂𝐹𝐹�𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ ,𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗�  

𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ = 𝑂𝑂 − 𝐹𝐹 = (−7,−11,−4) 

𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ = 𝐹𝐹 − 𝐹𝐹 = (3,−6, 2) 

�𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ � = √49 + 121 + 16 = √186 

�𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ � = √9 + 36 + 4 = 7 

cos�𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ ,𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ � =� 𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗  .𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗

�𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ � × �𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ �
⇔ cos�𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ ,𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ � =� −21 + 66 − 8

7√186
 

                                                     ⇔ cos�𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ ,𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ � =� 37
7√186

 

Logo, �𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ ,𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗� � = cos−1 � 37
7√186

�, ou seja, 𝐹𝐹𝑂𝑂�����⃗ ,𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗� ≈ 67°. 

 

 

 

 

 

 


