Teste de Matematica A

2022 / 2023
Teste N.2 4
Matematica A
Duracao do Teste: 90 minutos
11.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2:  Turma:

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o numero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao,

apresente sempre o valor exato.
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1. Na figura estdo representados, em referencial o.n. Oxy

do plano:

uma circunferéncia de centro na origem e raio igual a 2;
areta r de equagao x = 1;
o0 ponto A pertencente a circunferéncia e de abcissa
igual a —;
g 5’

6
0 ponto B de coordenadas (1,5);

0 angulo de amplitude a, que tem por lado origem o
semieixo positivo das abcissas e por lado extremidade

a semirreta 04;

y

v

r

o angulo de amplitude B, que tem por lado origem o semieixo positivo das abcissas e por lado

extremidade a semirreta OB.

O valor exato da expressao tg? o — tg? B é:

(A) —

564

381

(B) 705

€)=

100
614

318

D) 705

100

2. No referencial seguinte estao representados os graficos das fungdes f e g, definidas, no intervalo

[0, 2], por f(x) = cos (Zx + g) e g(x) = —cos (x — g) e os pontos de intersecéo dos dois graficos

A, B, CeD.

Determine, por métodos exclusivamente analiticos, as abcissas dos pontos de intersecéo dos dois

graficos.
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3. Na figura estao representadas, num referencial 0.n. Oxy:
 acircunferéncia de equagéo x2 + 2x + y? — 2y = 23;
» areta t tangente a circunferéncia no ponto A.

Sabe-se que o ponto A tem coordenadas (2,5).

A
y

v

Determine a inclinagao da reta t, em radianos, com aproximagao as décimas.
Se, em célculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas
decimais.

4. Considere, num referencial 0.n. Oxyz, o plano « definido pela condi¢ao:
4x+2y—z+2=0
Resolva os itens seguintes sem recurso a calculadora, a ndo ser para efetuar eventuais calculos
numeéricos.
4.1. Considere o ponto P (—2, —1,%), sendo a um certo numero real.
Sabe-se que a reta OP é estritamente paralela ao plano a, sendo 0 a origem do referencial.
O valor de a é:
(A) —20 (B) —4 (C) 4 (D) 20

4.2. Seja A o ponto de interse¢ao do plano a com o eixo Ox. Seja B o ponto de interse¢ao do plano
o com o eixo 0y. Seja C o ponto pertencente ao semieixo negativo 0z tal que ABC = g

Determine a cota do ponto C.
4.3. Determine uma equagdo da superficie esférica de centro na origem do referencial que é

tangente ao plano a. Na resolugao deste item, tenha em conta que o raio relativo ao ponto de
tangéncia é perpendicular ao plano a.
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<
5. Seja f a fungao real de variavel real definida, em R, por f(x) = {i t; :2 i ; 8

. - (_1)2n+1
Seja (u,) a sucessao de termo geral u,, = —

(A) +oo (B)1 (€)o (D) -2

O valor de lim f(u,) € igual a:

3n+(-1)"*?

6. Seja (u,,) a sucessao definida por u,, = —

Determine, sem recorrer a calculadora, quantos termos de ordem impar da sucessao (u,)

. 118 40
pertencem ao intervalo [ [

39 "13

7. Seja f a funcao real de variavel real definida por f(x) = 2;:'21.

Resolva as seguintes alineas, recorrendo a processos exclusivamente analiticos.
7.1. Determine para que valores reais de x as ordenadas dos pontos do grafico de f séo
superiores as respetivas abcissas.

7.2. Recorrendo a definicao de derivada de uma fungdo num ponto, determine f'(1).
7.3. Considere o gréfico da fungao f, representado num referencial o.n. Oxy, e sejam r e s as
assintotas, respetivamente horizontal e vertical, ao gréafico de f.

Sejam A o ponto de intersegao do grafico de f com o eixo Ox e B 0 ponto de intersecao das
retas r e s. Determine o valor exato da area do triangulo [0AB].

8. Seja f a funcao, de dominio R, definida por:

_ 2
%+\/§ se x>2
flx) = k se x=2, comkeR
Vx2+1—/5
T2 se x<2

Resolva os itens seguintes sem recorrer a calculadora.

8.1. Mostre que, independentemente do valor de k, ndo existe }Cin% f(x).

8.2. Determine, se existirem, o valor de xl_i)r_noof(x) e o valor de xl_i)grnoof(x).

ASL\ Teste n.? 4 de Matematica A_11.2 Ano Expoente’’ | Daniela Raposo e Luzia Gomes



9. Seja g uma fungéo, de dominio R, diferenciavel em todos os pontos do seu dominio.

10.

Sabe-se que lim 90-6@) _ g
X

52 x%2-2x
Seja t a reta tangente ao grafico de g em x = 2.

Qual é a equacao reduzida de uma reta perpendicular a reta t?

(A)y = 10x — 17 (B)y =5x—7 (C)y=_1_10x+§ (D)y=_§x+g

Admita que o numero de pessoas com telemével, em milhares, num determinado pais, entre 1990
e 1999, t anos apos o inicio de 1990, é dado por:

1779+3437,9t
1-0,1t+0,004t2’

10.1. Qual é, com aproximacao as unidades, a percentagem de aumento do nimero de pessoas
com telemovel, no primeiro ano, apos o inicio de 19907

(A) 24% (B) 124% (C) 224% (D) 324%

N(t) = comt € [0,9]

10.2. Existe um instante a partir do qual, passados trés anos, o numero de pessoas com telemovel
duplica. Determine, recorrendo a calculadora, esse instante, sabendo-se que existe e é
Unico. Apresente o resultado em anos e dias (com os dias arredondados as unidades).
Considere que um ano tem 365 dias.

Na sua resposta:

» apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

» reproduza, num referencial, o(s) gréafico(s) da(s) funcdo(des) visualizado(s) na
calculadora que Ihe permite(m) resolver a equacao e apresente a(s) coordenada(s) do(s)
ponto(s) relevante(s) arredondada(s) as milésimas.

FIM

COTACOES

ltem

Cotacgéo (em pontos)

1.1 2. 13.(41./42.|43.|5. |6. |71.]7.2./73.]8.1.|8.2.|9.|10.1. | 10.2. | TOTAL
101515 10 | 156 | 15 |10 15| 15 | 10 | 14 | 12 | 12 | 10| 10 12 200
A
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TESTE N.2 4 — Proposta de resolucao

1. Opcaéo (A)
A(2cosa, 2sena)
2 1
= - [
cos o £ S cosa z
1+ tg?a =
T gt cos 2a

1
1+ tg?a = T 1 + tg?a = 25 ©tg?a = 24
25
O ponto B tem coordenadas (12) € 0 angulo de amplitude B tem por lado origem o semieixo positivo

das abcissas e por lado extremidade a semirreta OB, logo tgp = g ou seja, tg?p = %

i 2 —to2 B =24 36_564
Assim, tg“ a —tg“ B = 24 == o

2. Seja x € [0, 2m].

7T

@2x+§:?—x+2kn v 2x+§=—%”+x+2kmk€Z

<:)3x=5?ﬂ+2anx=—37n+2kTr,k€Z

(:bx=i—:+%Vx=—37n+2kn,kEZ
Em [0, 2m]
5 3 3n
k=0« x=1e Vx=—7 <—7$[0,2T[])
171 g8
k=1\2x=§ x=§
291 5m /5T
k=2 0x=§ Vx=7<7E[O,21T])

. ~ . 5 17 29
As abcissas dos pontos 4, B, C e D sdo, respetivamente, 1—: g 1—; e 1—;

3. x?+2x+y?—2y=23x?+2x+1+y2—-2y+1=23+1+1
ox+1D)*+ (@ -1)2=25
Seja C o centro da circunferéncia C(—1, 1).
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Seja P(x,y) um ponto qualquer da reta t:

CA-AP=03,4) - (x—2,y—5)=0

Calculos auxiliares
e CA=(12,5-(-1,1) =34
e« AP = xx,y)—2,5=x-2,y-5)

©3x—6+4y—-20=0

o4y = —3x+26

3 13
Sy = —Zx+7
. . . ~ 3
Seja a a inclinagdo da reta t: tga = -3 A 0<a<m

Entéo, a = m — 0,644, ou seja, a =~ 2,5 rad.

4,
4.1. Opgao (A)
— a 4
OP=P-0=(-2-17)
n,(4,2,-1)
OPe n, sdo perpendiculares, logo: / 7, [ /
a a a
—2,—1,5) (42,-1)=0&-8-2-2=0
©->=10
Sa=-20

4.2. A(a,0,0) > 4a+0-0+2=0& a=_%
B(0,b,0) > 04+2b—0+2=0& b=—1
€(0,0,c),comc < 0.

ABC = BA,BC
ﬁ—( 100) (0 10)—( 110)
- 21 ’ ’ )] - 2, )

BC = (0,0,c) - (0,—-1,0) = (0, 1,¢)

(4BC) B4 BC
COS =
|[BA] x [|BC]l
Cos(g)= ! ®1=\/§;
/%+1X\/1+c2 Tx\/1+cz
S 2= gx V1 + ¢2
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S 4 =,/5+ 5¢?
© 16 = 5 + 5¢2, pois os dois membros da equagéo anterior sdo nao

negativos.

o 5c2=11

Como ¢ < 0,entdao c = —@. A cota do ponto C é igual a —@.
4.3. A equacéo da superficie esférica de centro na origem do referencial e raio r é dada por:
x2+y?+2z2 =12
Seja T o ponto de tangéncia.
OT: (x,y,z) = (0,0,0) + k(4,2,—1),k € R
(4k,2k,—k), k € Rrepresenta um ponto genérico da reta OT.
4(4k) +2(2k) — (=k) +2 =0 16k + 4k + k = -2

ok=—=—
21

(LB 42
( 21’ 21’21)
o= |(-2) +(-m) +(Z) = o= |
rEvlE 21 21 21) T a1 |71

A equacdo pedida é x% + y% +z%2 = 21‘1

5. Opcao (D)
3 (_1)2n+1 3 -1 3 1
"Toond3+1 -n3+1 n3-1
1 1
limu,, = lim =0t

mB—1 +o

lim f(u,) = lim+f(x) = lim+(x —-2)=-2
x—0 x—0

_1\n+1 _q\n+1
6.u, = L0 i 3 +—( D)

Sen éimpar,u, =3+

3_|P-‘ =
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118

<3+
39

1<4O 118 3<1<4O 3
p— _<=>__ p— — —
n 13 39 “n 13
118117 1 _40_ 39
39 39 n 13 13
olcl o1
39 n 13

<13 <n<39

n € {15,17,19, 21,23, 25,27,29, 31,33, 35,37,39}

, ~ . 118 40
13 termos de ordem impar da sucessao (u,,) pertencem ao intervalo [ —

71. f(x) Syl

39 "13[°

x—2 Calculos auxiliares
2x+1
— —4+,/16 —4x (-1
32 x>0 X +4x+1=0 x = = D
2x+1-x%42x
_— —4++20
x-z >0 = i
M>o ox=24++5
x—2
x —oo 2-+5 2 2++5 +oo
—x2+4x+1 - 0 + + + 0 _
x—2 - - - 0 + + +
—x?+4x+1
=a ¥ 0 - nd + 0 -
—x2+4x+1
—>0
x—2
ox<2-V5 v2<x<2++5
C.S.=]—00,2 —\5[U]2,2+ V5]

7.2, f’(l) — !Clirllf(X)_f(l) = lim 2=2

2x+1

x—1 x—>1 x—1

. 5x—5
= lim

Yol =) (-1

= lim2®-D
x-1 (x=2)(x-1)
= lim—— =
x—>1x-2

5

==

= -5
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T x-2 x—2 Calculo auxiliar
2x+1 x—2
—2x+4 2
5

A reta de equacgao y = 2 é uma assintota horizontal ao grafico de f e a reta de equagao x = 2

€ uma assintota vertical ao grafico de f.

rx=2
"»A ;
sty=2
B(2,2)
2| 8

—_—

v

2x+1

1
@x=—5 ANXx#2

8.
8.1. Para que exista }Cigg f(x) tera que se verificar xlinzn+ f(x) = xlir?— fx)=f2)=k.
. i T (x=2)? _ . .
x1_1>r121+f(x) = xl_l)l’glJr ( g T \/g) = Calculo auxiliar
T (x=2)(x-2) . 1 0 0 —8
- xl—1>I£1+ ((x—2)(x2+2x+4) ) + \/g - 2 2 4 8
, |1 2 4 0
. xX— _
o ;cll>r£1+xz+2x+4+\/g - x3-8=(x—-2)(x?2+2x+4)
0
=—+ V5 =
= V5
[241— Vx2+1-/5)(vVx2+1+/5
°1imf(x):limM:11m(x (-~ ):
x— 27 x—>27  x—2 x— 2~ (x—Z)(\/x2+1+\/§)
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iy ) 05

x?+1-5
%27 (x=2)(Va2+1+v5 ) = e (r-2)(Vx2+14v5) -
— lim x*—4 (x=2)(x+2)
x> 27 (x— 2)(Vx2+ +\/_) x—>2 (x— 2)(\/x2+ +\/_)
= lim —2 4 _2_2nh
T xo2- 24145 2V5 V55
Como, independentemente do valor de k

lim f(x) # hrg_ f(x), verifica-se que nao existe
xX—
lim f(x). Conclui-se, assim, que ndo existe valor real k, para o qual exista lim f(x)

82 Jim f() = Jim, (057

(x—2)2 . x%—4x+4 .
x3 +\/_) xl—l>Too( x3-8 )+\/§_
2 44
= limx( x"z)+\/— lim 1—+§2+\/§=
xX—-+o0 x (1——) X—+00 x(l x—3)
1-0+0
+oo(1 0)+\/___+\/__
—— 2(14%) -5
lim flx) = Jim ' Jim i (( "22) =
——00 ——00 X 1—;)
x| [1+=—5 —-X 1+i2—\/§
= lim 5 lim
X——00 (1—_) X——00

x
-X < 1+i2+‘/7§>
. x
= lim -
X—>—00 X

1-2 -
_ -(V1+0+0) _ 1
=——00 =

9. Opcao (C)
lim g(x)-g(2)

9% = 5 = lim £09D = 5 o |im = x lim 22792 = 5
x—o2 x2-2x x—>2 x(x=2) x-2X  x-o2 X—2
2 x—2 xX—2

= 1im 22293 _ 19 (10 € R)
x—2 xX—=2
Seja m; o declive da reta t. Como hm

g(x)- g( 90792 gyiste e & finito, tem-se que m, = hm% = 10.
Uma reta perpendicular a reta ¢t tem declive —;, ou seja, _E' Das opcoes apresentadas, apenas
t
€ possivel a opcado onde se apresenta a equacdo reduziday = ——x + —
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10.
10.1. Opcao (C)

N(0) = 1779

N(1) = 5770,907

N(1) - N(0) _
Ny = 2243905

A percentagem de aumento do nimero de pessoas com telemoével, no primeiro ano, apés o
inicio de 1990, € de, aproximadamente, 224,4%.

1779 + 3437,9(¢+3) 1779 + 3437,9t
2. +3)= <t< = LT <t <
10.2. N(t +3) = 2N(1), 0 t S 6 Tt = 2 x o i 0< t< 6

Usando a letra x com variavel independente:

1779 + 3437,9(x + 3)
—0,1(x + 3) + 0,004(x + 3)2
1779 + 3437,9x
1—0,1x + 0,004x2

A

AOEE

fo(x) =2x

y

I (5,185; 66 556,885)

0,185 x 365 ~ 68

O instante que se pretende determinar corresponde a 5 anos e 68 dias apés o inicio de 1990.
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