Novo Espaco — Matematica A, 12.2 ano Wl Rorto
Proposta de teste de avaliacao global [maio de 2021]

A prova inclui cinco itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificacdo final (itens 1.1., 1.2., 1.3., 7.1. e 7.2.).

Dos restantes 14 itens da prova, apenas contribuem para a classificagio final os oito itens cujas
respostas obtenham melhor pontuagéo.

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nio € permitido o uso de corretor.

Risca aquilo que pretendes que ndo seja classificado.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica em modo de
exame.

Apresenta apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, seleciona a opcdo correta. Escreve, na folha de
respostas, o numero do item e a letra que identifica a op¢ao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresenta todos os calculos que tiveres de efetuar e todas as
justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacdo, apresenta

sempre o valor exato.
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FORMULARIO

GEOMETRIA REGRAS DE DERIVACAO

Comprimento de um arco de circunferéncia: ar

: . A . (u+v)'=u’+v'
( @ : amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r: raio)

< . uv) =uv+tuv'
Area de um poligono regular: Semiperfmetro X Apotema ( )
. 2 ' e
Area de um setor circular: 97 uy_uvouy
2 v v

(¢ : amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r : raio) ( u" ) =nu (n O R)
Area lateral de um cone: Ttr g (sm u)’ =u' cos u
r: raio da base; g : geratriz
( 88 ) (Cos u)’=—u’ sin u
Area de uma superficie esférica: 4 ;> u

. (tan u)' = >
(r: raio) cos” u

Volume de uma piramide: 1 x Area da base x Altura
3

—
N
s
~
I
=‘
?

s
—
=
2

(aOR"\{1})

Volume de um cone: 1 x Area da base X Altura
3

Volume de uma esfera: 4 17 (r:raio)
3

(log, u) = - ;‘n - (aDR"\{1})

PROGRESSOES
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un): LIMITES NOTAVEIS
e U TU, n
Progressao aritmética: —. 5 X n lim [1 + lj —e ( n [IN)
n
~ PP 1-7 .
Progressdo geométrica: ; x - lim S0
x-0 X
lim &L=
x=0 X
TRIGONOMETRIA o DX
sin(a+b)=sina cos b+sin b cos a e
. el
cos(a+b)=cos a cos b—sina sin b }{IwaTz"'m (pOR)

COMPLEXOS

AW n_inf
(pe‘ ) =p'e
6 + 2km

q”/pei‘g:”pe n (kD{O,..., n—l} e nDN)
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1.

1.1.

1.2.

1.3.

Na figura esté representado, num referencial o.n. Oxy, um cone reto.

Sabe-se que:

* a base do cone tem como centro o ponto C e estd contida no plano definido pela
equagdo x+2y—-z=4;

* o vértice do cone é o ponto V de coordenadas (3,8,3) ;

* o ponto A € o ponto de interse¢ao do plano que contém a base do cone com o eixo Ox.
Determina a equacdo reduzida da superficie esférica em que um dos didmetros é [OV].

Determina a amplitude do angulo AOV.
Apresenta o resultado em graus, arredondado as unidades.
Se em célculos intermédios procederes a arredondamentos, conserva, no minimo, trés

casas decimais.

Admite que a unidade de comprimento, no referencial, € o centimetro e que a base do
cone tem 60 cm® de area.

Determina, em centimetros cubicos, o volume do cone.

Apresenta o resultado arredondados as unidades.
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2.  Na figura estdo representados cinco pedes que fazem parte de um jogo.

: Cor do peao | Numero do pedo
) Azul 2
‘I Roxa 3
Vermelha 4
Verde 5
Amarela 7

2.1. Os cinco pedes foram introduzidos num saco.
Retiraram-se do saco, de uma sd vez, de forma aleatoéria, trés pedes.
Sejam A e B os acontecimentos:
A: “O pedo vermelho com o nimero 4 € retirado.”

B: “A soma dos niimeros dos pedes retirados é um niimero impar.”

Determina o valor da probabilidade condicionada P (E |A) .

2.2. Os cinco pedes vao ser dispostos, lado a lado, tal como € sugerido na figura.

8388138

De quantas maneiras diferentes é possivel dispor os pedes, atendendo as suas cores, de
modo que o pedo azul fique a esquerda do pedo vermelho?

(A) 60 B) 48 © 115 (D) 42

3.  Seja Qo espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria.
Sejam A e B dois acontecimentos dessa experiéncia aleatoria.

Sabe-se que:

- P(AnB)=0.9
. P(A)=%P(ADB)

Mostra que o acontecimento B tem maior probabilidade de ocorrer do que o acontecimento A.
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4.

4.1.

4.2.

5.1.

5.2
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Seja (un ) a progressdo aritmética definida por:
u =-5
u, =3+u, , UnON

Qual ¢ a soma dos vinte termos consecutivos da progressdo aritmética a comecar no
décimo termo?

(A) 1010 B) 470 (C) 1040 (D) 1155

Seja f a funcdo, de dominio R, definida por f (x) =3,
A que é igual limf(un ) ?

A) —0o ®B) 3 (C) Hoo ™ 0

Para um certo nimero real &, seja g a funcdo, de dominio R, definida por:
ke™ —k

g(x)=1 ¥ -1
2x+log, (2—x) se x<1

se x>1

Determina o valor de k&, sabendo que a funcio g é continua.

Sabe-se que a taxa média de variacio da funcdo g no intervalo [—1,0] é representada por

log,a,com aOR".

Qual é o valor de a?

(A) 6 B) 4 <© 5 (D) 7

Dadas duas funcdes f e g, de dominio R, sabe-se que:
e f(x)=e™ ,kOR

- g(1)=1

- g'(1)=2

© (fog)(1)=6

Qual é o valor de k?

A)  3-In(3) (B) m(ij (C) 1In(3¢) M) In(3-¢)
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7.

7.1.

7.2

A figura ao lado é uma fotografia de um
mecanismo antigo, em madeira, cujo movimento de
rotacdo dos seus quatro bragos, no sentido positivo,
permite fazer as chamadas meadas de fio de 4.

No referencial o.n. Oxy da figura seguinte esti

representado um esquema desse mecanismo.

y

[0} X

Em relacdo ao esquema representado na figura, sabe-se que:

* 0 ponto § pertence ao eixo Oy e € o centro de rotagdo;

* os pontos A, B, C e D s@o os vértices de um quadrado inscrito na circunferéncia de
centro S;

« OS=4e AB=32;

» Para cada posicdo do ponto B, a amplitude, em radianos, do &ngulo OSB é representada
por 6.

Seja d a fungdo que faz corresponder a cada valor de & a distancia do ponto B a origem do

referencial.
Mostra que d (0) =+/25-24cos8.

Sugestao: Comeca por determinar as coordenadas do ponto B, em funcgéo de &.

Determina, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, os valores de @, pertencentes

a [O, 2n] , para os quais a distancia de B a O € maior do que a distanciade A a C.

Na tua resposta:

* apresenta uma inequacdo que te permita resolver o problema;

* reproduz, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcdo(des) visualizado(s) na
calculadora que te permite(m) resolver a inequagio;

* apresenta o resultado na forma de intervalo ]a,b[, com os valores de a ¢ de b

arredondados as milésimas.




Novo Espaco — Matematica A, 12.2 ano ' Porto

Proposta de teste de avaliacao global [maio de 2021]

8.1.

8.2

8.3.
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2
+
Seja f a func¢do, de dominio R*, definida por f (x) = x—lnx

X
Na figura, em referencial o.n. Oxy, estio representados o y‘ r//f
grafico de fe areta r.

A
Sabe-se que:
* o ponto A pertence ao grafico de fe tem abcissa 1;
» areta r é tangente ao grafico de fno ponto A; 5 GB -

* areta rinterseta o eixo Ox no ponto B;

* @ ¢ a amplitude, em radianos, do angulo ABO.

O grafico de fadmite uma assintota obliqua. Determina uma equacéo dessa assintota.

Qual dos valores seguintes € o valor, arredondado as centésimas, da amplitude, em

radianos, do angulo ABO?

(A) 3,21 B) 111 ) 2,03 D) 4,25

Seja P o ponto do grafico de ftal que a reta tangente ao grafico nesse ponto tem declive
minimo.

Determina a abcissa do ponto P.

Considera, em C, conjunto dos nimeros complexos, a condi¢io:
|z-1+i|<v2 O Im(z)20
No plano complexo, qual é a medida da area, arredondada as centésimas, da regido

definida pela condicdo dada?

(A) 0,79 B) L14 (© 0,57 (D) 1,57
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10. Considera, em C, conjunto de nimeros complexos, a equacdo z*xzZ =32i.

Na figura esta representado, no plano complexo, o ponto A,
que € o afixo de um nimero complexo que € solugdo da
equacdo dada.

Representa esse nimero complexo na forma a+bi, com

a,bR.

' Porto
Editora
Imz
4
O Rez

11. Considera a fungdo f, de dominio [0, 2n] , cuja derivada, f', de dominio [0, 2n] , € tal

que:

f' (x) =sin (Zx) et

Sabe-se que os zeros da segunda derivada de f s@o as abcissas dos pontos de inflexdo do

graficode f.

Mostra, recorrendo ao Teorema de Bolzano-Cauchy, que o grafico de ftem pelo menos um

. . . . T
ponto de inflexao cuja abcissa pertence ao intervalo }0,5[ .

FIM

Pontuacdes que
contribuem

obrigatoriamente 1.1. 1.2. 1.3. 7.1.
para a classificacao

final

7.2.

Subtotal

Cotacio (em
12 14 16 15
pontos)

15

72

Destes 14 itens,

contribuem para a
classificacao final os | 2.1. | 2.2. 3. 4.1. | 42. | 5.1 | 5.2. 6. 8.1. | 8.2.
8 itens com melhor

classificacao

8.3.

10.

11.

Subtotal

Cotacao (em
8%16 pontos
pontos)

128

TOTAL

200
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1.1.

1.2.

1.3.

O centro da superficie esférica é o ponto médio de [OV] .

Seja M o ponto médio de [OV] .

O ponto M tem coordenadas 0+3,0+8,0+3 ,ouseja, M 2,4,E .
2 2 2 2 2

2 2
O raio da superficie esférica € igual a OM = 3 +47 + 3 - ',2 +16+ 2.4 .
2 2 4 4 2

3\’ 3V 41
Equacio da superficie esférica: (x —E] + (y _ 4)2 + (z _5] = >
As coordenadas do ponto A s@o do tipo (x, 0, O) .

Como A pertence ao plano de equagdo x+2y—z=4,entdo x+0-0=4.

A(4,0,0)

OA=A-0=(4,0,0) ¢ OV=V-0=(338,3)

——\_ OAIDV _ 1240+0 3
cos| OA,OV |=——5——— = =
HOAXOVH JI6+0+0/0+64+9 /82

AOV =cos™ [ij =70,653°

V82

A amplitude em graus, arredondada as unidades, do angulo AOV é 71.

A reta que passa em V e é perpendicular ao plano de equacdo x+2y—z =4 interseta-o

no ponto C, centro da base do cone.

Uma equacio vetorial dessa reta é (x, v, z) = (3, 8, 3) +k (1, 2, —1) ,kOR.

As coordenadas do ponto C s@o do tipo (3 +k,8+2k,3- k) .

Como C pertence ao plano de equacdox+2y—z=4,entdo 3+k+16+4k-3+k=4.
3+k+16+4k-3+k=4 = 6k=-12 = k=2

O ponto C tem coordenadas (1,4,5), ou seja, C(1,4,5) .

Seja h a altura do cone, em centimetros.

h=VC=y(3-1) +(8-4)’ +(3-5)" =v24 =26

O volume do cone € dado, em centimetros cibicos, por %x 60 x 2\/6 , ou seja, 40\/8 .

Porto
Editora
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e

Como 40\/8 =97,9796, conclui-se que o volume do cone, em centimetros cubicos,

arredondado as unidades, é 98.

2.1. Pretende-se determinar P(E |A) , ou seja, a probabilidade de a soma dos nimeros

2.2.

retirados ser um nimero par, sabendo que um deles ¢ 4.

3 4 4
8 8

A soma de trés nimeros ¢ um nimero par se:

* os trés nimeros forem pares (o que, neste caso, € impossivel);

* dois nimeros forem impares e um for par.

Como saiu o nimero 4, para a soma ser par, os outros dois devem ser impares.

Assim, o niimero de casos favoraveis é °C, =3.

2

O nimero de casos possiveis é °C, =10.

Entdo, P(1§|A) 2%.

O pedo azul pode ficar em qualquer uma das cinco posi¢des seguintes:

1) Azul

Neste caso, os restantes pedes podem ser dispostos de 4! maneiras diferentes.

2) _ Azul

Neste caso, o pedo vermelho tem 3 possibilidades e os outros tém 3!, ou seja, no total, ha
3x3! possibilidades.
3) Azul

Neste caso, o pedo vermelho tem 2 posicdes disponiveis e os outros pedes tém 3!, ou seja,

ha 2x3! possibilidades, ao todo.

4) Azul

Neste caso, o pedo vermelho tem 1 possibilidade e os outros t&€m 3!, ou seja, ha, ao todo,

1x3! possibilidades.
5) Azul

Nesta situacdo, o pedo azul ndo pode ficar a esquerda do pedo vermelho.
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4.1.

4.2.

5.1.
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O ntimero total de maneiras diferentes de colocar o pedo azul a esquerda do pedo
vermelho é dado por 4!+3x31+2%x3!+1x3!1=60.
Opc¢io (A)

Se P(An B)=0,9,entdo P(An B)=1-0,9=0,1.
Sabe-se que P(AD B):P(A)+P(B)—P(An B).

Como P(A):%P(ADB):

P(A):%(P(A)+P(B)—P(An B)).ouscja, 2P(A)~P(A)=P(B)~-0,1

Como P(A) —P(B) =-0,1, conclui-se que P(B) > P(A) )

Seja S a soma dos 20 termos consecutivos a comegar em i, .

+
S:”m—Z””xzozlox(u10 + ity )

Sabe-se que u, =—5 e que a razdo da progressdo aritmética é 3.
Entdo, o termo geral ¢ u, ==5+(n-1)x3=3n-8.
Assim, S =10%(u, +u, ) =10%(22+79)=1010.

Opc¢ao (A)

u,==5+(n-1)x3=3n-8
limu, =lim (3n-8) = +o
f(x)=3""

lim f (u,) =lim3™ =37 =0

Opc¢io (D)

k(e -1 kle’ -1 ) _
lim (e 1) =lim G ):klime) L lim—— = g x1x -
x=1t (x—l)(x+1) y-0 y(y+2) y-0 y y=0 y+2 2
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5.2

7.1.

lim (2x +log, (2-x))=2+0=2

x-1"

~ . -k .
Se a fun¢do g € continua, entdo 5 =2,ouseja, k=4.

A taxa média de variacdo da func@o g no intervalo [—1, O] ¢ dada por:

2(0)-g(-1) _log,(2)- (-2 +1og, (3))
-1

0-(-1) 1

Mas log, (2) +1=log, (2) +log, (3) =log, (2 ><3) =log, 6.

=log, (2) +1

Assim, a =6.

Opc¢ao (A)

(Fog) (1)=g (1) (g(1) =25 ' (1) =2xe™
2" =6 e =3 1+k=In(3) = k=In(3)-1= k=1n(3)—1n(e):1n(_]

Opciao (B)

5(0,4); AB=32

Pelo Teorema de Pitagoras:

2 SA=SB ___

SA” + 5B’ =(3ﬁ) — 28B =18 = SB =9

Entao, SB=3.

Seja B(x,y). S
4”&

sin9=§®x=3sin«9 X B

cos6’=% = 4-y=3cosf = y=4-3cosl

O_B=\/9sin2 9+(4—3c0s 9)2 =/9sin> @+16—24cos @+9cos> @ =
:\/9(sin2 8+ cos? H)+16—24cosH =+/25-24cos 8
Logo, d(H) =+/25-24co0s 8.

Porto
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7.2.

8.1.

8.2

Pretende-se resolver a inequacdo d (6) >6.

Visualizam-se, na calculadora gréfica, as representagdes graficas das fungdes definidas

por y, =+/25-24cosx e y,=6,com 0<x<2x.

Ploti Plot2 Plot3

B\Y1825-24cos (X)
E\Y286
N\Ys3=
N\Y4=
I\Ys=
N\Ys=
NYr?=
\Ys=

WINDOW
Xmin=0
Xmax=6.283185308
Xscl=1.5707963267949
Ymin=0
Ymax=8
Yscl=1
Xres=1
aX=0.023799944348485
TraceSter=0.047599888696...

Identificam-se os pontos de intersecdo dos dois graficos que se visualizam.

Y2=6

Intersection
X=2.0469154 Y=6

Y256

.2362699 Y=6

Conclui-se que §0]2,047; 4,236] .

X’ +Inx
==t
y=mx+b
2
m=tim L) < i 2 X~ fim
X — +oo X X — +oo X

X — +oo X — +oo

X

bZlim(f(x)—mx):hm(

X - +00

X +nx

(

1+lxh‘—xj=1+0xo=1
X X
_x]: 1im1n_x:0

X — +oo x

Equacio da assintota ao graficode i y=x

, 1
241 1 ' —Xx—Inx
O R e

X X
f(1)=1 +$ =2

A inclinagdo dareta r é iguala 1 — 8.
tmﬂn—H)ZZ

n-6=tan" (2)

Porto
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8.3.

10.

n-6=1,1071
Daqui resulta que 8 =2,03.
Opgao (C)

f'(x):(ﬂ +1nxJ :1+1—1;1x

X X

—lxxz —2x(1—lnx)

_—x—2x+2xInx _-3+2Inx

ro() =1l e

X

3

f"(x)ZO o 3+2Inx=00x>0 « x=e?

3
X 0 e2 +0o

f"(x) - 0 +

f \ T

3
A abcissa do ponto P é e2 (ou e\/g ).

|z=(1-i)[<V2 O Im(z)20 Im z

Na figura esta representado, no plano complexo,

o conjunto de pontos definido pela condicio

X X

4

dada.

A medida da érea da regido sombreada é:

> :
7T X \/5 _22 _ _ :_1_
( ) _2n-4 _m 2:0’57
4 4 2
Opgio (C)
z' xZ =32i
Seja z = pe’?.

Z4 N =321 - (pei€)4 xpei(’g) =326i5 - pSCi(39) =326i5

p =32 p=2
n+4kn

36="+ 2 . k0{0.1.2} e

, k0{0,1,2}

Re z

Porto
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11.

A equacdo tem trés solu¢des. Como o ponto A pertence ao 2.° quadrante, € o afixo do

Sm

nimero complexo z, =2 © :2(cos%+isin%j :2(—§ +%i] =—J3+i.

z, =3 +i

f'(x) =sin(2x) S
f"(x)=0 = 2cos(2x) +sin® (2x) =0

Seja g a fun¢do definida por g (x) =2cos (2x) +sin’ (2x) :

2 . . . . T
* afuncdo g é continua em R, em particular, é continua em {05}
« g(0)=2+0=2 e g(%j:—2+0:—2
2
Pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que [ [] }o,g[ 18 (c) =0.

Entdo, existe pelo menos um valor de ¢ D}O,g[ tal que f" (c) =0, logo, atendendo a

informacdo do enunciado, conclui-se que existe pelo menos um ponto de inflexdo do

gréfico de fcuja abcissa pertence ao intervalo }0,%[ .

Porto
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