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Até a data estuddmos paradigmas de programacdo, mas agora, em Linguagens
Formais e Autématos (a2s2) iremos descer de nivel e estudar o comportamento e a
apresentagao de tudo o que é manipulado pelos compiladores.

Os compiladores sao responsdveis por processar linguagens. Um compilador é um
processador que converte um programa-base numa linguagem de programagao para uma
linguagem de programacao alvo, quer esta seja Assembly ou outra. Este processamento
estd representado na Figura 1.1.

processamento

programa-base (compilador)

linguagem alvo

Por outro lado, um interpretador é também um processador que interpreta texto
e, ao terminar de ler cada instrucao executa-a. Também é possivel encontrarmos hibridos,
isto €, processadores que usem sequéncias de compilagao e interpretagao, como é o caso do
efetuado na linguagem Java, onde o cédigo é primeiramente compilado e depois
interpretado pela JVM (Java Virtual Machine).

Durante todo o nosso estudo nesta e noutras disciplinas, temos vindo a referir
linguagens. Mas afinal o que é que sao linguagens? Uma linguagem é um conjunto de
simbolos que se usa para transmitir informacgado. Esta informacdo, transmitida numa
linguagem, representa-se por uma sequéncia de simbolos. Mas serd que qualquer sequéncia
de simbolos faz parte de uma linguagem? Vejamos a linguagem portuguesa (o idioma
portugués). Como referimos, uma linguagem é um conjunto de simbolos - no nosso caso,
palavras. Consideremos entao o seguinte conjunto de palavras como uma linguagem: nés,
universidade, informética, na, estudamos, José, melancélico, pafs, casa, casota. Se
dissermos "Nés estudamos informdtica na universidade" estd correto, mas se dissermos
"Nés estudamos informdtica na nés" hd qualquer coisa que nos faz pensar que nédo faz
sentido - a seguir ao "na" estdvamos a espera de um nome, nao de um pronome pessoal.
Estas regras sao ditadas por uma gramatica que basicamente se pode traduzir numa forma
de descrever as sequéncias de simbolos validas.

Em mais rigor, uma linguagem possivel serd o conjunto dos vocdbulos em
portugués, onde os simbolos sao as letras do alfabeto com as suas variagbes acentuadas e
cedilhadas e cujas sequéncias sdo os vocdbulos do portugués (as palavras) - porque "arroz"
faz sentido, mas "aarroz" ja nao.

Como ja sabemos uma linguagem possui simbolos (também designados por letras),
cujo conjunto é um alfabeto, sendo este um conjunto finito e nao-vazio. Uma palavra,
também vulgarmente designada de string, é uma sequéncia de simbolos sobre um dado
alfabeto.

Outros conceitos importantes sdo o de comprimento de uma palavra u,
representado por |u|, o que representa o seu ndmero de simbolos. Por exemplo, se
u = "Aveiro", entdo |u| = 6. Uma palavra de comprimento 0 é considerada uma palavra
vazia e denota-se por € ou A. Note-se ainda que A ndo pertence ao alfabeto. O conjunto de

todas as palavras de um alfabeto A inclui a palavra vazia e representa-se por A*, pelo que

compilador

compilador

interpretador
hibridos

linguagem

simbolos

gramitica

alfabeto, palavra
string

comprimento

palavra vazia
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se A = {0,1}, entao A* = {4, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ...}. Uma linguagem A é um

subconjunto de A*.

Tal como as operagoes que conhecemos & escala aritmética ou ldgica,
especialmente baseada nesta ultima, temos as operagoes sobre palavras. Uma primeira
operagdo é a concatenacao (ou produto). Assim, a concatenagdo das palavras u e v denota-
-se por u.v ou simplesmente uv e representa a justaposicao de u e v, sendo que |u.v| = |u|+
+ |v]. Por exemplo, se u = "micro" e v = "ondas", entdo u.v = "microondas". Esta operagao
também tem as suas propriedades, pelo que goza da propriedade associativa u.(v.w) =
= (u.v).w = uw.v.w e da propriedade da existéncia do elemento neutro: u.A = Ad.u = w.

A poténcia de ordem n, por conseguinte da concatenagdo, é, com n > 0, a
concatenagao de n réplicas de u, ou seja, uuu...u n vezes, para uma representacao u". Note-
-se que w’ = A, qualquer que seja o w.

A prépria palavra pode ser manipulada entre si. Assim denominamos de prefixo
de uma palavra u uma sequéncia com parte dos simbolos iniciais de v e sufixo, por outro
lado, uma sequéncia de parte dos simbolos finais de u. Tanto o prefixo como o sufixo sao
sub-palavras, isto ¢, sequéncias com parte dos simbolos de u. Se pretendermos a palavra
com a ordem inversa dos sfmbolos entdo procuramos o reverso representado por uf. Assim,
Se UrUg...Un, entao uf = up...upu.

Nao sendo propriamente uma operagao, se pretendermos obter o mimero de
ocorréncias do simbolo x na palavra u, usamos a fungdo denotada por #(z, u).

Da mesma forma que temos operagbes légicas e num ambito mais amplo temos
operagoes sobre conjuntos, tendo operagoes sobre palavras podemos ter operagoes sobre
linguagens. Assim, o conjunto das linguagens sobre um alfabeto A é fechado sobre as
seguintes operacOes: reuniao, intersecao, diferenga, complementagao, concatenacao,
potenciacao e fecho de Kleene.

A reuniao de duas linguagens L; e Ly denota-se por L1 U Ly e define-se por (1.1).

LIUL2={u:ueleueL2}

Num Exercicio 1.1 e considerando L, = {u : u comega com "a"} = {aw : we A*} e
Ly = {u : u termina com "a"} = {wa : w € A*}, com A = {a, b, ¢}, pretende-se L, U L.
Assim, a reunido de L, com Ly serd L, U Ly = {u : u comega com "a" V u termina com "a"}
={awy: weA* A(z=aVv y=a)} U {a}.

A intersegao de duas linguagens Li e Ly denota-se Ly N Ly e define-se por (1.2).

leL2={u:ueLlAueL2}

Num Exercicio 1.2 e tomando as consideracoes do Exercicio 1.1, pretende-se saber
Lo 0 Ly Assim, a intersegao serd L, N Ly = {u : u comega com "a" A u termina com "a"} =
= {awa: we A*} U {a}.

A diferenga entre duas linguagens L1 e Lo denota-se L1 - Lo e define-se por (1.3).

L-L={uuel ruglL,}

concatenagao, produto

poténcia

prefixo
sufixo
sub-palavras

reverso

nimero de ocorréncias do
simbolo x

fechado

® Steven Kleene

reuniao

intersecao

diferenga
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Num Exercicio 1.3 e tomando as consideragoes do Exercicio 1.1, pretende-se saber
Lo - Ly. Assim, a diferenga serd Lq - Ly = {u : u comega por "a" A u nao termina com "a"}=
={awr: weA* AxeA Az =a}.

A complementagao da linguagem L denota-se por L'1 (ou com um trago superior) complementacao
e define-se por (1.4).

fle*—L, ={u:u€Ll}

Num Exercicio 1.4 e tomando as consideragoes do Exercicio 1.1 pretende-se a
complementagao de L's = A* - L, = {aw : w € A* A x ¢ Lo} - {a}. Note-se que todas as
operacoes de reuniao, intersecao, diferenga e complementagdo gozam das leis de
DeMorgan, como podemos ver em (1.5). leis de DeMorgan

L—(L,uL,)=(L,-L,)U(L —L,)
L—(L,nL,)=(L,-L,)"(L,—L,)

A concatenagao de duas linguagens L1 e Ly denota-se L;.L2 e define-se por (1.6). concatenagao
L.L, ={uv:u eL, /\veLz}

Num Exercicio 1.5 e tomando as consideragoes do Exercicio 1.1 pretende-se L. L.
Assim, La.Ly = {uwv : u comega com "a" A v termina com "a"} = {awa : w e A*}.

Note-se que a concatenacao goza das seguintes propriedades: associativa,
existéncia do elemento neutro, existéncia do elemento absorvente, distributiva em relagao a
reuniao e distributiva em relagao & intersegao.

A poténcia de ordem n da linguagem L denota-se por L" e ¢é definida poténcia
indutivamente da forma representada em (1.7).

r={A} ; L"=LL

O fecho de Kleene da linguagem L denota-se por L* e define-se da forma em (1.8). fecho de Kleene
Lr=rvrourlvu-=(JL
i=0

Para demonstrar o fecho de Kleene temos o Exercicio 1.6 onde queremos o fecho
de L.

(L) =(L,) u(L,) u(L,) U---

=(L,) u(L,)
=L,u{A}

Como ja foi anteriormente referido, as linguagens tém um conjunto de palavras
que quando sdo aplicadas estabelecem relacoes entre elas que sdo subjugadas a regras. A
estas regras damos o nome de gramdtica. Consideremos entao um alfabeto 7'= {a, b} e 0  gramatica
conjunto de regras de (1.10).
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S—b
S —aS

Tendo como Exercicio 1.7, e tomando (1.10) em consideracao, que palavras apenas
constituidas por simbolos do alfabeto T se podem gerar a partir de S? Ora temos
inicialmente que a regra S gera o simbolo "b". Como segunda regra temos que S gera, para
um simbolo "a", uma nova aplicagao de S. Em suma terfamos que S — a"b, com n > 0.

Podemos, depois, escrever a linguagem como L = {a" : n > 0} ou como expressio
regular da forma a*b, que significa "todos os simbolos anteriores a b, sendo a com b".
Iremos verificar isto mais adiante no nosso estudo.

Em termos mais formais, uma gramética é um quddruplo da forma G =
= (T, N, P, S), onde T é um conjunto finito ndo-vazio de simbolos terminais, N (sendo
Nn T = @) ¢é&um conjunto finito ndo-vazio de simbolos ndo terminais, P ¢ um conjunto
de produgoes (ou regras de escrita, cada uma da forma a—p) e S é o simbolo inicial, que
pertence a N. Temos assim que ae (NUT)*N(NUT) e que Pe (NUT)*. Por aqui, o e § sdo
restrigoes e definem as gramdticas, por uma hierarquia de Chomsky.

As gramdticas podem ter diversos tipos, em suma, visiveis na Figura 1.2.

sem restricoes
lo| = [B
xeNABe(TuN)
xeNABeT UTN
xeNABeT UNT

Num Exercicio 1.8 tentemos, sobre o alfabeto T' = {a, b} obter a gramatica que
representa a linguagem L = {a"™™ : n > m}. Esta linguagem tem como légica ter o lado
esquerdo com n simbolos "a" e m simbolos "b" & direita. Primeiramente, podemos verificar
que sempre que temos um "a", temos um "b" & direita: como primeira regra podemos
colocar X — a X b. Mas como n > m, entdo significa que o simbolo inicial terd um "a",
sendo S — aS. Assim, podemos representar a gramdtica em (1.11).

S —aS
S—>X
X — aXb
X—e€

Num exercicio seguinte (Exercicio 1.9) podemos tentar fazer o contrério, obtendo
uma gramdtica para L = {a"™ : n < m}. Sendo a diferenga n < m, temos que agora
iremos ter o simbolos "b" em excesso, em comparacido com os "a". Assim, podemos escrever
a gramdtica como em (1.12).

S —aSb
S—>X
X > bX
X—>e¢

No processo de criacdo de um compilador a primeira fase de processamento
corresponde & andlise lexical onde se pretende traduzir ou identificar propriedades e outros
constituintes de uma determinada linguagem. Em termos mais formais, uma andlise lexical

é¢ uma fase de processamento onde se convertem sequéncias de carateres em lexemas

restrigoes, hierarquia de
Chomsky

tipos de gramiticas

andlise lexical

lexemas
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(também denominados de tokens). Um lexema é um tuplo que contém um nome e um tokens
valor atribuido. Este nome é um simbolo abstrato que representa um determinado tipo de
input e o valor atribuido é o valor passado e levado ao elemento em causa. Por exemplo, o
seguinte cédigo em C pos = pos + vel * 5 pode ser reescrito com <id, pos> <=,> <id, pos>

<+,> <id, pos> <k,> <int,5>.

Tendo ja estudado o &mbito geral das linguagens e suas operagoes, uma linguagem
regular é, apenas: um conjunto vazio sobre o alfabeto A; qualquer que seja o a, {a}; a linguagem regular
unido de duas linguagens regulares; a concatenagao de duas linguagens regulares; o fecho
de uma linguagem regular. Note-se que {€} é uma linguagem regular (LR), pelo que {e} =
= 0.

Uma possivel representacao de linguagens regulares acontece através das
expressoes regulares. De forma indutora, uma expressao regular sobre o alfabeto A é, expressoes regulares
apenas: () que representa a linguagem {}; qualquer que seja o a € A*, "a" que representa
{a}; se e1 e ex representam as linguagens regulares L1 e Ly, entdo (e1|e2) representa L1 U Ly;
se e e e representam as linguagens regulares Ly e Lo, entdo (er.e2) representa Li.Lo; se e €
uma expressio regular representando L1, entdo er* é representacao (L1)*.

Num Exercicio 2.1 tentemos entao obter uma expressao regular que represente o
conjunto dos numeros bindrios que comegam com 1 e terminam com 0. Para tal
escrevemos 1(0|1)*0, podendo tal ser interpretado como nimeros que comecem com 1,
tenham combinagoes (*) de 1 ou 0 (1]0) e um 0 no fim.

Num Exercicio 2.2 tentemos, por outro lado, criar uma expressao regular que
represente palavras cujos "b" tenham sempre um "a" & sua esquerda e um "c" & sua direita,
considerando o alfabeto A = {a, b, c¢}. Para tal temos (abc|a|c)*, interpretando como
todas as combinagoes de "abc" (onde o "a" estd sempre & esquerda do "b" e o "c¢" & direita),

Hall e ”C”.

Num dltimo Exercicio 2.3 criemos uma expressao regular que represente as
sequéncias bindrias com um numero par de zeros. Assim, podemos ter (1]01x01)x ou
1% (01x01%) *.

As expressoes regulares usam duas grandes operagoes que gozam de propriedades
algébricas. A operacdo de escolha (|) goza das propriedades: comutativa; associativa; de escolha
existéncia de elemento neutro; e de idempoténcia. J4 a operagao de concatenacao (.) goza concatenagao
das propriedades: associativa; da existéncia de elemento neutro; e da existéncia de
elemento absorvente.

Quando conjugamos as operagoes de escolha com a concatenagdo também se
gozam propriedades de distributividade e a operagao de fecho goza das seguintes
propriedades:

N (e*)* = ¢*;
» (e¥|e*)* = (eile2)
4 (61*.62*)* = (61.62)*

Note-se que o fecho da escolha nao é a escolha dos fechos, tal como o fecho da
concatenagdo nao ¢ a concatenacao dos fechos!

N

As operagoes tém precedéncias designadas. O fecho (*) tem precedéncia a precedéncias
concatenagdo (.) que, por si, tem precedéncia & escolha (]). Para alterar as precedéncias
podemos usar parénteses.
Num Exercicio 2.4 pretende-se que, sobre um alfabeto A = {0,1} se construa uma
expressdo que reconheca a linguagem L = {w € A* : #(0, w) = 2}. Para tal, 1x01x01*.
Num Exercicio 2.5 construa-se a expressdo regular sobre o alfabeto A = {a, b,
¢, ..., z} tal que reconheca L = {w € A* : #(a, w) = 3}. Para tal (b|c|...|z)*a(b|c]...|

z)*a(b|c|...|z)*.
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Para simplificar tais expressdes temos extensoes notacionais. Veja-se a tabela da
Figura 2.1.

extensao regular significado

et = e.ex uma ou mais ocorréncias

e? = (e|¢g) uma ou nenhuma ocorréncias

[ai@za3...an] = (a1]|az|...|an) um simbolo do sub-alfabeto dado

[ai-an] = (ai]...[|an) um simbolo do sub-alfabeto em sequéncia

[“aiaz2as. . .an] um simbolo do alfabeto fora do dado

[~a1-an] um simbolo do alfabeto fora do dado

e{n} = e.e...e n vezes n ocorréncias de e

e{n1, n2} = e.e...e nm1 a n2 vezes de n; a nz ocorréncias de e

e{n,} = e.e...e n, vezes N ou mais ocorréncias

Note-se que néo existem negagoes de expressoes regulares!
Outras expressoes regulares especiais frequentes sdo algumas da tabela da Figura
2.2,

expressao significado

qualquer simbolo diferente de \n

linha completa

palavra vazia no inicio da linha

palavra vazia no fim da linha (antes de \n)

linha completa sem \n

palavra vazia no inicio de palavra

palavra vazia no fim de palavra

Gramaticas regulares

Tendo j& estudado o conceito de gramdtica, uma gramética G diz-se regular se,
para qualquer produgao (a—p)e P, as duas condigoes de (2.1) forem satisfeitas.

oxeN
BeT*UT*N

A linguagem que se gera de uma gramatica regular é uma linguagem regular, pelo
que é possivel converter uma gramdtica numa expressao regular que represente a mesma
linguagem e vice-versa. As gramaticas regulares sdo fechadas sob as operagoes de reunido,
concatenagdo, fecho, intersecgdo e complementagdo. Assim sendo vejamos como aplicar
cada uma destas propriedades. Sejam entdo G1 = (T1, N1, P1, S1) e G2 = (To, Nay, P2, S2)
duas gramadticas regulares quaisquer, com N1 N Mo = @. A gramédtica G = (T, N, P, )
onde (2.2) se verifica é regular e gera a linguagem L = L(G1) U L(G2).

T=T10T
N=NuMNu{S} com S & (N U No)
P={S5—>5,5> SuPiuP

A gramatica G = (T, N, P, S) onde (2.3) se verifica é regular e gera a linguagem
L=L(G) - L(Go).

A gramética G = (T, N, P, S) onde (2.4) se verifica é regular e gera a linguagem
L= (L(G))*

extensoes notacionais

figura 2.1
extensoes notacionais

figura 2.2

regular

(2.1)
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T'=T1v T

N=NuUN;

P={A->wS:(A—>w) ePArweT*}
Uu{d->w: (4> w)ePiArwel*Ni}

U P
S=5
T="T
N=Nu {S} com S ¢ M

P={S—>¢ 5S> S}
U{Ad > wS: (A->w) ePrArweli*}
U{d—>w:(A-> w)ePiArwe*N}

Note-se que em (2.3), as produgdes da primeira gramética do tipo p € T* ganham
o simbolo inicial da segunda gramética no fim, tal como as produgoes da primeira
gramdtica do tipo fp € T*N mantém-se inalteradas, ficando também as produgoes da
segunda inalteradas. Por outro lado, em (2.4), as produgbes que terminam num néo-
-terminal mantém-se inalteradas, ganhando o simbolo inicial no fim apenas aquelas que s6
tém terminais. As novas produgoes S — € e S — Si garante que (L(G1))" < L(G), Vn > 0.

Consideremos assim o Exercicio 2.6 onde sobre o conjunto de terminais T = {a, b,
c} se pretende determinar uma gramética regular que represente a linguagem L = L1ULy,
sabendo que L1 = {aw : @ € T*} e L = {wa : w € T*}. Para resolvermos este tipo de
exercicio devemos comegar por obter as gramédticas regulares que representam ambas
linguagens. Assim, obtemos primeiramente (2.5).

Si—>alXi
Xi—>alXi
Xi—>bX;
Xi—>ckXi
X1 —> e

S2 — a S
S2—> b S
S2 —> ¢ S
S2— a

Tendo as construcoes de (2.5) podemos agora resumi-las para (2.6).

S—)S1|Sz

St —>aXi
Xi—»aXi|bXi|cX
X1 —> ¢

S —a S|b S|cs
Ss — a

Num Exercicio 2.7 podemos, sobre o mesmo conjunto de terminais que no
Exercicio 2.1, determinar uma gramética regular que represente a linguagem L = Li - Lo,
sabendo que In = {aw : € T*} e [» = {wa : v € T*}. Mais uma vez, comegemos por
gerar as combinagbes necessdrias para que as construgoes possam ser feitas de acordo com
os detalhes da linguagem. Veja-se assim (2.7).
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Si—>alXi
X1 —>a X
Xi—>b Xy
Xi—>cXi
X1 —>¢

S2—a S
S2—> b S
S2— ¢ S
S — a

Tendo as construgoes de (2.7) podemos agora resumi-las para (2.8).

S1—>alXy
Xi—->aXi|bXi|cX
Xi—> 5

Sy —aS|bS|cS
S2— a

Finalmente, vejamos o Exercicio 2.8 onde, analogamente aos exercicios 2.1 e 2.2
pretendemos determinar uma gramatica regular que represente a linguagem L = Li*, sobre
o conjunto de terminais T = {a, b, c}, sabendo que L1 = {aw : w € T*}. Comegamos de
novo por obter a gramética regular que representa Li, em (2.9).

Si—>alXi
Xi—>a X
Xi—>b Xy
Xi—>cXy
X1 —>¢

Agora, tendo as construgoes de (2.9) podemos resumi-las para (2.10).

S—)8|S1

St —>aXi
Xi—»aXi|bXi|cX
Xi—- S

Tanto as expressoes regulares como as gramadticas regulares sao duas formas de
exibirmos as capacidades e propriedades de uma linguagem: sao representagoes de uma
linguagem. Sendo que ambas sdo equivalentes, como fazer para converter uma
representagao na outra? Para converter uma expressao regular numa gramadtica regular
basta obter graméticas regulares para as expressOes regulares primitivas e aplicar as
operacoes regulares sobre gramadticas. A gramaética regular para a expressao € é dada
claramente por S — €. J4 para um terminal a, qualquer que seja a, é dada por S — a.

Por outro lado, para converter uma gramética regular numa expressao regular,
seja. G = (T, N, P, S) uma gramdtica regular qualquer. Uma expressdo regular que
represente a mesma linguagem que a gramética G pode ser obtida por um processo de
transformagao de equivaléncia. Primeiro converte-se a gramdtica G no conjunto de triplos
de (2.11).

representacoes
converter
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SZ{(E’ &, S)}
U{(A, w, B): (A > wB) eP A BeN}
U{(4,w,¢): (A>w)ePrweT*} com E¢N

Depois de completar os triplos de (2.11) removem-se, por transformagcoes de
equivaléncia, um a um, todos os simbolos de N, até se obter um unico triplo da forma (E,
€). Assim, para cada simbolo B € N:

v

substituir todos os triplos da forma (A, i, B) por um unico (A, wi, B), onde
w1:ﬂ1|ﬁ2| |ﬂn;

substituir todos os triplos da forma (B, a;, B) por um tnico (B, wz, B), onde

v

m=o|a]..|an;

v

substituir todos os triplos da forma (B, yi, C) por um tnico (B, ws, C), onde
ws=y1|y2| .. | vk;

substituir o triplo de triplos ((A, w1, B), (B, w2, B), (B, ws, C)) pelo triplo
(4, mw*ws, O).

v

Num Exercicio 2.9 pretendemos obter uma expressao regular equivalente a
gramadtica regular de (2.12).

S—aS|bS|cS|abaX
X—>aX|bX|cX|e

Para resolvermos este tipo de exercicio vejamos (2.13), onde aplicamos as regras
de substituicao referidas anteriormente.

= {(E,¢,9), (S,a,9), (9,b,9), (5,¢,9), (S,aba,S), (X,a,X), (X,b,X), (X,c,X),
(Xee)}
= {(E,¢,9), (S,alblc,S), (S,aba,s), (X,a,X), (X,b,X), (X,c,X), (X,g,€)}
= {(£,(alblc)*aba,X), (X,a,X), (X,b,X), (X,c,X), (X&)}
= {(&,(alblc)*aba,X), (X.alblc,X), (X.e.e)}
= {(Z.(a|blc)*aba(a|blc)*, &)}

Como ja vimos existem vidrias formas de representar uma linguagem. Tendo
estudado as expressoes regulares e as gramdticas agora podemos abordar uma terceira,
mais visual e facil de compreender: o autémato. Um autémato, primeiramente, finito, é um
mecanismo reconhecedor das palavras de uma linguagem. Dada uma linguagem L, definida
sobre um alfabeto A, um autémato finito reconhecedor de L é um mecanismo que
reconhece as palavras de A* que pertencem a L. Genericamente um autémato finito tem a
configuragao representada na Figura 3.1.

entrada unidade de aceito ou rejeito
—_—
controlo

Um autémato nao passa assim de uma méquina de estados, finita, se o primeiro
também o for. O canal de entrada ¢ uma unidade s6 de leitura com acesso sequencial ou
aleatério aos simbolos da palavra. No acesso sequencial um simbolo da palavra sé pode ser

UTOMATOS

automato, finito
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N

lido e processado a unidade, ndo podendo ser lido novamente. Se assumirmos que este
canal possui uma cabeca de leitura, esta apenas poderd avancar uma posicao de cada vez.
Em geral a resposta dos autématos é do tipo sim/ndo ou aceito/rejeito. Quer isto dizer
que um autémato nao possui propriamente um canal de saida, mas antes uma producgao de
aceitacao se a palavra u pertencer & linguagem L e uma rejeicao caso contrdrio. Neste
sentido funcionam efetivamente como reconhecedores das palavras de uma linguagem.

Um autémato finito determinista (vulgarmente abreviado para AFD) é um
quintuplo M = (4, @, q, 6, F), em que A é o alfabeto de entrada, @ ¢ um conjunto finito
nao-vazio de estados, qo ¢ o estado inicial (que pertence ao conjunto @), 0 é uma fungao
que determina a transigdo entre estados (com o detalhe de que & : @ x4 — @) e Fé o
conjunto dos estados de aceitagio (subconjunto de Q).

Graficamente um autémato finito determinista é representado por um grafo. Os
vértices correspondentes aos estados de aceitagao estarao representados por duplo contorno
e por uma cor verde, enquanto que os de rejeicao absoluta estarao representados a
vermelho. O estado inicial serd sempre marcado por uma seta sem origem e os arcos estao
etiquetados com elementos de A. Consideremos assim o autémato M; representado na

Figura 3.2.
(0]
O 1
E— A

Se experimentarmos executar o nosso autémato M; com algumas palavras
podemos testar se essas pertencem & linguagem que representa, verificando se o estado
final é de aceitacao ou nao. Por exemplo, se executarmos a palavra 1011 esta é aceite pelo
autémato dado que com a leitura sequencial com ‘1’ avanca para B, com ‘0’ fica em B,
avanca para A com ‘1’ e volta a B com ‘1’; sendo aceite. Por outro lado, colocar 1100 na
entrada leva a uma rejeigdo, tal como a palavra vazia A, ficando por A.

Num Exercicio 3.1 vejamos entao que palavras sao aceites pelo autémato da
Figura 3.3.

PR

Se verificarmos bem, para que uma palavra entre no estado de aceitagao C, do
autémato da Figura 3.3, é necessdrio que esta acabe com um ‘1’ ou mais, pelo que, as
palavras bindrias reconhecidas sdo apenas aquelas que terminam em 11 (dois ‘1’ porque
precisa de um ‘1’, pelo menos, para transitar entre o estado A e B e outro para Be C.

Num Exercicio 3.2 podemos tentar representar o autémato da Figura 3.3 de forma
textual, isto é, descrevendo cada um dos componentes do quintuplo. Para fazer isto
podemos comegar por designar o alfabeto A como sendo {0,1} e os seus estados {A, B, C}
(tal como o estado inicial go e F como sendo {C}). J4 & serd o conjunto de transi¢des

possiveis do autémato {(4,0,4), (4,1,B), (B,0,4), (B,1,0), (C,0,4), (C,1,C)}.

aceitagao, rejeigao

autémato finito determinista
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Até agora os exercicios propostos vao muito ao encontro de interpretar o conteido
de um autémato. Se fizermos a questao ao contririo, como no Exercicio 3.3, podemos ter
de criar um autémato finito determinista que reconhega as sequéncias definidas sobre o
alfabeto A = {a, b, ¢} que satisfagam o requisito de qualquer ‘b’ ter um ‘a’ imediatamente
a sua esquerda e um ‘c’ imediatamente & sua direita. Para comegar tentemos avaliar a
palavra vazia A: esta palavra, nao tendo qualquer elemento satisfaz o requisito. Isto
significa & partida que o estado inicial é estado de aceitagao. Consideremos este estado
como A. Se inserirmos um ‘a’ a uma palavra vazia continuamos a ter uma aceitacdo por
parte do autémato, mas se inserirmos um ‘b’ automaticamente ficamos rejeitados, porque
para ter um ‘b’ é necessdrio ter um ‘a’ & esquerda. Criamos assim um estado de rejeigao
absoluta (também denominado de estado de morte), a que vamos dar o nome de E. Tendo
um ‘a’ ou um ‘c’ podemos inserir um ‘b’, mas se de seguida inserirmos outra letra que nao
um ‘c’ entramos novamente no estado E. Veja-se assim o autémato de Figura 3.4.

Quando olhamos para a Figura 3.4 muito provavelmente estranhamos a
quantidade de estados de aceitagdo em comparagao com o numero total de estados, tal
como algumas transigoes que parecem estar a ser feitas “a mais”. Por exemplo, se
compararmos os estados A e D podemos ver que ambos sdo equivalentes, isto ¢,
permanecem em aceitacao quando recebem um ‘c’, passam para B quando recebem um ‘a’
e entram em rejeigdo total quando recebem um ‘b’. Assim sendo podemos reduzir o nosso reduzir
autémato ao da Figura 3.5, que resulta na fusdo das transi¢oes para D com as de A.

Tentemos entao, identificar estados redundantes e equivalentes e reduzir um
autémato no Exercicio 3.4, com o autémato da Figura 3.6.
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Para respondermos sucintamente a um exercicio deste tipo hd que saber como
classificar cada vértice do grafo. Assim sendo, primeiro devemos dividir os estados em classificar

aceitagao e nao-aceitagao, obtendo duas classes, como podemos ver na Figura 3.7 - a classe
Ci={A, B, C, D, E, F} ea Co = {G}.

Ci 1

Dividindo agora a classe Ci1 em dois grupos {A, B, C, F} e {D, E} podemos
considerar as trés classes como trés vértices de um grafo menor, representado na Figura
3.8.

Consideremos o seguinte autémato da Figura 3.9 sobre o alfabeto {a, b, c}.
Define-se tal autémato como autémato finito nao-determinista (AFND) se possui as autémato finito
seguintes caraterfsticas: nao-determinista
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» as transigoes estao associadas a simbolos individuais do alfabeto ou a €;

» de cada estado saem zero ou mais transigoes por cada simbolo do alfabeto ou g;

» hd um estado inicial;

» hd zero ou mais estados de aceitagao, que determinam as palavras aceites;

» uma dada palavra sobre o alfabeto faz o sistema avancar do estado inicial a zero
ou mais estados finais, determinando estes a aceitagao ou a rejeicao da palavra.

ab.c

— A » B :@
a b,c

No caso do grafo da Figura 3.9 ndo hd nenhum arco etiquetado com ‘a’ a sair de B
e basta isso para garantir que este autémato é nao-determinista.

Como consequéncia de ser nao-determinista, um autémato destes gera vdrias
alternativas para caminhos de processamento da entrada. Consideremos a palavra ‘abab’ -
pertence a linguagem L, representada pelo autémato da Figura 3.97 Se analisarmos bem a
nossa figura podemos ver que existem 3 caminhos possiveis, dos quais um nao leva a uma
aceitagao:

» A—a—> B—bH—> C—a— X
v A—a—>A—Dh—>A—a>B—DhH->C
yA—a—> A—Db—>A—a—>A—Db-> A

Estes resultados podem ser refletidos numa estrutura arbérea, como podemos ver
na Figura 3.10.

Vejamos agora um exemplo novo, mas cujo autémato contém transicoes
provocadas por g, na Figura 3.11.

Num Exercicio 3.5 experimentemos averiguar se a palavra ‘1011’ faz parte da
linguagem descrita pelo autémato finito nao-determinista da Figura 3.11. Para resolver
vejamos se existe algum caminho para o estado de aceitacdo que é D. Basta haver um
caminho para podermos responder que ‘1011’ pertence & linguagem L, representada pelo

autémato.

alternativas

estrutura arbérea
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ab.c
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Vejamos assim os vérios caminhos para ‘1011’:

v A—1—>A—0->A—1->A—1- A
v A—1—>A—0->A—1—>A—1-> B
vA—1—-A—0—>A—1—>A—1—> B——s—>C
vA—1—>A—0->A—1—>B——<—> (C—1—> D

Como o tltimo caminho de todos chega a D (estado de aceitacdo), entdo temos

que a palavras ‘1011’ pertence & linguagem L. Vendo estes caminho representados em
forma arbdrea temos a Figura 3.12.

1 o 1 1

Consideremos agora os seguintes exercicios:

» Exercicio 3.6 - Que palavras sao reconhecidas pelo autémato da Figura 3.97
Para resolver este exercicio podemos partir do estado de aceitagao. Para cumprir
uma aceitagao as palavras tém de terminar com um ‘b’ ou um ‘c’. Mas do estado
incial para o de aceitagao, embora sé haja um caminho, este nao é direto, pelo
que é necessdrio ter 1 e s6 1 ‘a’, precedido de qualquer carater do alfabeto {a, b,
c} 0 ou mais vezes. Assim, a nossa linguagem serd L = {waX : w €e4* A X €
e{b,c}}.

Exercicio 3.7 - Que palavras sdo reconhecidas pelo autémato da Figura 3.117
Para resolver este aplicamos um método anslogo. Olhando incialmente para o
fim (estado de aceitagdo) temos que qualquer palavra que chegue a este estado
tem de terminar em ‘1’. Mas para chegar ao estado de aceitagao precisa de
passar pelo estado C onde terd de conter um ‘0’ ou nada antes do ‘l’, por sua
vez, passando por B, onde terd de ter um ‘1’. Assim a nossa linguagem L é tal
que L = {w €(0,1)* : ® termina com 11 ou 101}.

v
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A classe de linguagens cobertas por autématos finitos deterministas é a mesma
que a classe das linguagens cobertas por nao-deterministas. Mas como é que podemos
determinar um nao-determinista equivalente a um determinista dado e vice-versa? Pelas
defingbes algébricas de AFD e de AFND, um autémato finito determinista ¢ um autémato
finito nao-determinista, pelo que @, ¢ e F tém a mesma definicdo, sendo que nos
deterministas 0 : @ x A — @Q e nos nao-deterministas 0 estd contido em @ x As x Q. Mas,
sed: Qx A— Qentdo temos que d € Q@ x A x Qc @ x A: x Q. Logo provamos que um
autémato finito deterministico é um autémato finito nao-deterministico.

Vejamos assim o Exercicio 3.8 onde se pretende obter um autémato finito
determinista equivalente ao nao-determinista da Figura 3.11. Resumindo alguns conjuntos
de estados a estados novos podemos obter o seguinte autémato da Figura 3.13.

Os autématos finitos sao fechados sobre as operagoes vulgares de reuniao,
concatenacgao, fecho, intercegao e complementacao.

Dada uma expressao regular qualquer, ela é um elemento primitivo; uma
expressao do tipo €*, sendo e uma expressao regular qualquer; uma expressao do tipo eies,
sendo e1 e ex duas expressoes regulares quaisquer; uma expressao do tipo ei]ez, sendo e e
e2 duas expressoes regulares quaisquer. Se se identificar os autématos equivalentes das
expressoes primitivas, tem-se o problema da conversao de uma expressao regular para um
autémato finito resolvido, visto que se sabe como fazer a reunido, a concatenagao e o fecho
dos autématos.

Para converter elementos primitivos em autématos podemos seguir o conteido da
Figura 3.14, sendo que, na realidade, o autométo referente a &€ pode ser obtido aplicando o
fecho ao autémato de ().

expressao regular automato finito
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Basicamente, para converter uma expressdo regular num autémato finito
nao-deterministico temos primeiro que, se a expressao regular é do tipo primitivo, o
autémato correspondente pode ser obtido da tabela anterior. Continuando, se a expressao
for do tipo e* aplica-se este mesmo algoritmo na obtencao de um autémato equivalente a
expressao regular e e, de seguida, aplica-se o fecho de autématos. Caso nao se verifique
este caso entdo estamos perante o caso de uma expressao do tipo erez ou do tipo ei|es, aos
quais se aplica este mesmo algoritmo para obter autématos para as expressoes e € e e, de
seguida, aplica-se a concatenagao ou a reuniao, respetivamente, de autématos.

Na realidade o algoritmo corresponde a um processo de decomposicao arbérea a
partir da raiz seguido de um processo de construgao arbérea a partir das folhas.

Consideremos assim o Exercicio 3.9 onde se pretende que se construa um
autémato equivalente a expressdo regular e = ala(a|b|c)*a. Como foi dito o algoritmo de
conversao inicia com uma decomposi¢do arbérea. Se decompusermos a expressao numa
drvore podemos ter o resultado da Figura 3.15.

/l\

Por cada expressao primitiva temos um autémato primitivo como o representado
na Figura 3.16, onde z = {a, b, c}.

\ 4
\ 4

Na decisao entre ‘a’, ‘b’ ou ‘c’ temos que implementar a reuniao de autématos
como em Figura 3.17 (simplificacdo a direita).
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Dada a operacao de fecho temos que fazer o fecho dos autématos como vemos na
Figura 3.18 (simplificacao a direita).

ab.c

€
< > £ %)
— — —

Terminando, para uma concatenagio, efetuamos a concatenacao dos autématos (j&
com simplifica¢do), na Figura 3.19.

ab.c

Para finalizar esta nossa conversdo agora precisamos de anexar a decisdo com ‘a’,
que de forma simplificada fica como a Figura 3.20.

. 2 O

ab.c

Entao mas como é que podemos converter uma representacao de autémato finito
numa expressao regular? A conversao de autématos finitos em expressoes regulares baseia-
-se num novo tipo de autématos denominados de autématos finitos generalizados (AFG). autématos finitos
Este tipo de auténomos é semelhante aos autématos finitos nao-deterministas mas em que generalizados
as etiquetas dos arcos sao expressoes regulares.

Para converter temos entdo o seguinte algoritmo que se resume a uma algoritmo
transformacdo de um autémato num autémato finito generalizado reduzido (com a forma
da Figura 3.21, onde e é uma expressao regular).

. G,Q

A redugdo de um autémato finito generalizado pode ser feita aplicando o seguinte

algoritmo: primeiro transformamos um AFG num outro autémato cujo estado inicial nao
tenha arcos de chegada; de seguida transformamos um AFG num outro autémato que s6
tenha um estado de aceitagao, este, que nao tenha arcos de saida; entretanto eliminamos
estados um a um.

Consideremos assim novamente a Figura 3.2 para o Exercicio 3.10, onde queremos
aplicar o algoritmo anterior para o converter para uma expressao regular.
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Para comegarmos a resolugdo primeiro temos de transformar o nosso autémato
num cujo estado inicial ndo tenha arcos de chegada (a ndo ser o inicial sem origem). Veja-
se assim a Figura 3.22.

De seguida devemos transformar o autémato num cujo estado de aceitacao seja
dnico e nao tenha arcos de saida. Vejamos assim a Figura 3.23.

Agora temos de eliminar os estados intermédios um a um, construindo a expressao
regular final. Se removermos o vértice A temos que de o para B ficamos com 0*1 e de B
para B 0]/10*1. Cortando o estado B ficamos com a expressao final 0¥1(0[10%1)*.

Como j& tivémos oportunidade de ver anteriormente, uma gramética é um
quadruplo G = (T, N, P, S) onde T é um conjunto finito ndo-vazio de simbolos terminais,
N, sendo que N n T = (J, é um conjunto ndo-vazio de simbolos néo-terminais, P é um
conjunto de produgdes (ou regras de rescrita), cada uma com a forma o - e SeNéo
simbolo inicial. Por a e 3 pretendemos referir cabega de produgao e corpo da produgao,
respetivamente. No caso geral, veja-se (4.1).

Uma gramdtica diz-se independente do contexto se, para qualquer produgao do
conjunto de produgdes as duas condigdes de (4.2) se verificam.

aeN
Be(TUN)

A linguagem gerada por uma gramética independente do contexto diz-se
independente do contexto, igualmente. Um exemplo de gramética desta génese sao as
gramadticas regulares. Estas sdo fechadas sob as operacgoes de reunido, concatenacao e
fecho, mas néo sob as operagoes de intersecdo ou complementacao.

cabeca de produgao, corpo
da producao

independente do contexto
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Dada uma palavra o Af} e uma produgdo A — v damos o nome de derivagao direta
a rescrita de 0 AP em avf, denotando-se como se pode ver em (4.3).

aAB= avp

Dada uma palavra adp com € T* e uma produ¢do A — v damos o nome de
derivagao direta a direita a rescrita de o AP em ayP}, denotando-se como se pode ver em
(4.4).

D
cAB=ovf

Dada uma palavra aAp com o € T* e uma produ¢ao A — v damos o nome de

derivagao direta a esquerda a rescrita de a AP em auP, denotando-se como se pode ver em
(4.5).

E
cAf=avf

Chamamos assim de derivagao a direita a uma sucessdo de zero ou mais

derivagoes diretas a direita, denotando-se (4.6)(a) e derivagao a esquerda a uma sucessiao
de zero ou mais derivagoes diretas a esquerda, denotando-se (4.6)(b).

=B ()

a=*p ()

Uma forma de esquematizarmos todo o processamento de derivagdo é através de
arvores de derivagdo (em inglés parse trees). Estas drvores sdo representagoes de uma
derivagao onde os nés-ramos sao elementos de N e os nds-folhas sao elementos de T.
Consideremos assim a seguinte gramdtica de (4.7) sobre o alfabeto T = {a, b, ¢} e, num
Exercicio 4.1 tentemos determinar as derivagoes a direita e a esquerda da palavra ‘aabcbc’
e desenhar a drvore de derivacdo da mesma palavra (Figura 4.1).

S—elaB|bA|cS
A—>aS|bAA|cA
B—>aBB|bS|cB

Em termos de derivagoes a direita temos que a partir de S podemos comegar por
construir aB, seguido de aaBB e, como B pode ser bS, aaBbS, seguido de aaBbcS. Como S
pode ser €, entao podemos terminar de derivar B para bS, seguido de €, dando a palavra
querida ‘aabcbe’ - veja-se melhor em (4.8).

S = aB = aaBB = aaBbS = aaBbcS = aaBbc = aabSbc = aabceSbe = aabcebe

Em termos de derivagbes a esquerda temos que a partir de S podemos construir
(4.9).

S = aB = aaBB = aabSB = aabcSB = aabcB = aabcbS = aabcbeS = aabebe

derivagao direta

derivagao direta a direita

derivagao direta a esquerda

derivagao a direita
derivagao a esquerda

arvores de derivagao
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Algumas das construgoes geradas, dadas uma gramatica, podem gerar situagoes de
indecisao na criagao de &rvores de derivagao. Quando uma palavra possui duas ou mais
arvores de derivagao distintas diz-se que essa é derivada ambiguamente, sendo, por ambiguamente
conseguinte, considerada, uma gramética, ambigua, se possuir pelo menos uma palavra ambigua
gerada ambiguamente. Para resolver este problema poder-se-d, na grande parte das
situagoes, criar uma gramética alternativa, nao-ambigua, que gere a mesma linguagem que
a ambigua.
Consideremos assim a gramatica em (4.10) e comparemos as derivagdes a
esquerda, diferentes, em (4.11)(a) e (4.11)(b) para a palavra ‘14+1.0".

S8+ 8S.8]-S|(S)|0]1

S§S=>5+85=214+85=1+5.5=21+1.5=1+1.0 (a)
S=85.8=584+85.58521+5.5=1+1.5=1+1.0 (b)

Olhando para as derivagoes de (4.11) serd que estas sdo equivalentes? Criemos
assim as drvores de derivagao para cada uma destas derivagoes. Veja-se assim a Figura 4.2.

/\ /\
1 /\ /\

(a) (b)
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Como podemos ver a gramatica de (4.10), pela Figura 4.2, é ambigua. Mas como é
que podemos criar agora uma alternativa nao-ambigua, desta gramdtica? Vejamos a
gramética em (4.12).

S—>T|S+T
T>F|T.F
F— K|-K

K—>0[1](9)

Note-se que ha linguagens que sao inerentemente ambiguas, isto é, em que é inerentemente ambiguas

impossivel definir-se uma alternativa nao-ambigua, como a linguagem L descrita em (4.13).
L={abick:i=jvi=Fk}

Num Exercicio 4.2 tentemos averiguar se a gramdtica em (4.14) é ambigua,
testando, por exemplo, a palavra ‘icicoeo’.

S—olicS|icSeS

Ora, para testarmos a ambiguidade podemos criar a arvore de derivagdo ou
apenas efetuar a derivagao direta e verificar se hd mais do que uma forma de criar a
palavra ‘icicoeo’. Vejamos (4.15).

S=icS=icicSeS=icicoeS=icicoeo
S=icSeS=icicSeS=icicoeS=icicoeo

A aplicagdo deste exemplo pratico pode ser verificada no controlo de fluxo de uma
linguagem de programacao - o if-then-else. Mas como podemos ver esta solugao em
particular mostra pelo menos dois casos para uma determinada palavra, como vimos em
(4.15). Para resolver este problema temos que criar uma nova solugdo, como em (4.16).

S—olicS|licXelS
X—>olicXeX

Como vimos na primeira secgao de §Introdugao ao processamento de linguagens,
numa primeira fase aplicamos uma andlise lexical, na qual nao nos preocupamos com a
forma como as palavras estao ordenadas ou qual o sentido delas, mas antes em saber se o
que temos num todo cumpre regras de pertenca a um alfabeto, por exemplo. Numa fase
seguinte, af sim, hd que saber avaliar o contexto de cada um dos elementos do nosso texto,
verificando o seu significado. Mas ao avaliar um texto, como vimos, de acordo com uma significado
gramdtica, atingimos um ponto “terminal” no qual de seguida temos de recuar para
continuar a avaliacao do texto restante - os atributos. Estes atributos tém de ter algum atributos
sentido quando chega a fase de anilise semantica, de forma a que nio sejam mal-julgados.
Assim, na fase de anilise sintdtica ha uma atribuigdo de significado as produgdes de uma
gramdtica, criando-se atributos para designar valores a simbolos terminais e nao-terminais.
Cada simbolo terminal ou nao-terminal, assim, poderd ter um conjunto de zero ou mais
atributos, sendo estes palavras, nimeros, tipos, posicoes de meméria, entre outros.
As producoes estao sempre associadas regras semanticas que determinam os
valores dos atributos e que podem ter efeitos laterais, como a alteracdo de uma estrutura
de dados, ... Cria-se assim uma definicao semantica que é composta por uma gramdtica definicao seméantica
independente do contexto, um conjunto de atributos associados aos seus simbolos e um
conjunto de regras seméanticas associadas as suas producoes.
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Consideremos a gramdtica em (5.1), onde se pretende desenhar o esquema de
construgio de expressoes aritméticas como 1 * 2 4+ 3 * 0.

E->T+E|T

T—F*T|F
FS N|(E)
N> D|ND

D—-0]1]2]3

Num Exercicio 5.1 pretende-se criar a drvore de derivagdo para a palavra ‘142*3’
sobre a gramdtica em (5.1). Veja-se assim a Figura 5.1.

N

RN
T T * F
F F N
N N D
D D 3
1 2

Para aplicar uma gramdética de atributos temos de saber designar uma estrutura
de dados por cada né, de modo a que cada simbolo nao-terminal seja associado um
atributo que guarde o valor que a sub-drvore representa. Veja-se assim a Figura 5.2, onde
se pretende demonstrar essa agao.

Um segundo exemplo de aplicagdo da gramética de atributos é na declaragao de
varidveis, como conhecemos de linguagens de alto nivel. Consideremos para tal a gramaética
em (5.2).

D—TL
T—i|f
Lo>VI|L, V
Voalblcld

Num Exercicio 5.2 pretende-se criar a drvore de derivagao para a palavra ‘i a,b’
sobre a gramética em (5.2). Veja-se assim a Figura 5.3.

Para aplicar uma gramdtica de atributos, mais uma vez, temos de saber designar
uma estrutura de dados por cada né, de modo a que cada simbolo nao-terminal seja
associado um atributo que guarde o valor ou o tipo que a sub-drvore representa. Veja-se
assim a Figura 5.4, onde se pretende demonstrar essa agao.
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Seja G = (T, N, S, P) uma gramdtica independente do contexto. A cada produgao
X > ueP, com u e(T U N)* podem associar-se regras seménticas para o calculo dos
valores dos atributos b = flc1, ¢, ..., cu) onde c1, ¢, ..., ¢y 80 atributos dos simbolos que
ocorrem na producao e b € um atributo do simbolo X ou de um dos simbolos nao-terminais
presentes em u. Podem ainda associar-se regras semanticas com efeitos colaterais g(ci, ...,
¢n) sendo que aqui o atribuito considera-se ficticio.
Considerando ainda as mesmas premissas que no inicio desta secgao, um atributo
b diz-se sintetizado se b estd associado a X e todos os ¢; com ¢ = 1, 2, ..., n estao sintetizado
associados a sfmbolos de u, ou herdado se b estd associado a um dos simbolos nao- herdado
terminais de u.
Vejamos de novo a Figura 5.2, replicada na Figura 5.5.

Ev=7
N
Ev-1 + Tv=6
PN
Tv=1 Tv=2 * Fv=3
Fv-1 Fv=2 Nv=3
N.v=1 Nv=2 Dv=3
Dv-=1 Dv=2 3
1 2

Tal como se pode ver, na Figura 5.5 foi associado a cada simbolo nao-terminal um
atributo que guarda o valor que a sub-drvore representa. Sintetizando estes atributos
podemos obter a Figura 5.6 onde o valor do atributo do sfmbolo da cabeca de produgao é
calculado com base nos valores dos atributos dos simbolos do corpo da producao.

Olhando para os atributos herdados podemos ter em conta a Figura 5.7 (rep. 5.5).

N

o e
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regras semanticas

Dv=0;

Dv-=1

Dv-=2

Dv-=3;
Nv = Dv
NV = Nav * 4 + Dv
Fv=Nv
Fv=-Ev
Tv=Fv
T.oTxF Twv=Tov * Fv
E-T Ev=Tv

Ei 2 E>+T Eiv=Eav * Tv

No caso da heranca de atributos também podemos formar uma tabela ao género da da
Figura 5.6, na Figura 5.8, onde h& atributos de sfmbolos do corpo das produgoes que
dependem do simbolo na cabega dessas produgoes, havendo ainda agoes laterais.

regras semanticas
Tt=int
Tt - float
Lt-Tt
Lot = Lot addsym(V, Lib
addsym(Vv, LD
Vv-=a
Vv=b
Vv=c
Vv-=d

Avaliacao dirigida pela sintaxe e grafo de dependéncias

Numa avaliacdo dirigida pela sintaxe o cdlculo dos atributos é feito & medida que
¢ feita a andlise sintdtica. Num analisador sintdtico ascendente (como é o caso da
ferramenta bison) todos os atributos tém de ser sintetizados. Pelo contrario, num
analisador sintatico descendente além de sintetizadores os atributos podem ser herdados,
desde que estes sejam simbolos & esquerda ou do simbolo pai.

Em termos gerais é possivel definir aquilo que chamamos de grafo de

dependéncias, que define a ordem de cédlculo dos atributos.

6. Automatos de Pilha

Neste capitulo iremos tratar da andlise sintédtica (parsers) baseados em autématos
de pilha. Um autémato de pilha é uma estrutura semelhante & da Figura 3.1 onde os
contetdos lidos sao transportados para uma estrutura de dados de pilha, primeiramente.
Por outras palavras, expressoes como a + b levam a e b para a pilha e quando 1& 4 retira b
e a da pilha. Isto permite que expressoes como ‘( E')’ sejam avaliadas analogamente a uma
pessoa que compara dois objetos em cada uma das maos, guardando ‘(’ e retirando da
pilha se e s6 se houver ‘).

figura 5.6

figura 5.8

dirigida pela sintaxe

grafo de dependéncias

autématos de pilha
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Em muitas situac¢oes praticas é necessdrio saber transformar uma gramédtica numa
outra que lhe seja equivalente e possua determinadas propriedades. Uma das agoes
possiveis de serem executadas é a eliminagao de produgoes-€. Uma produgao-¢ é uma tal
do tipo A — g, para um qualquer simbolo ndo-terminal A. Se L for uma linguagem
independente do contexto tal que € &L, é possivel descrever a linguagem L por uma
gramadtica independente do contexto e sem produgoes-€. Se assim for, entdo tem de ser
possivel transformar uma gramatica que descreva uma linguagem L e possua produgoes-€
numa outra equivalente que as nao possua. Consideremos assim a gramdtica em (6.1).

I-0I|1P
Poe|0P|11

A gramdtica em (6.1) descreve a linguagem L formada pelas palavras definidas
sobre o alfabeto {0,1}, com nimero impar de dtomos ‘1’. Claramente, a palavra vazia (€)
nao pertence a L porque nao tem nimero fmpar de ‘1’. Mas a gramadtica contém a regra
que de P — €. De acordo com o que ji foi referido é entdo possivel criar uma gramética
que nao tem produgoes-¢. Isto significa que as produgoes I - 1 Pe P — 0 P podem
produzir as derivagoes I = 1 e P = 0, respetivamente. Mas estas derivagdes podem ser
contempladas acrescentando as produgoes I — 1 e P — 0 & gramética, tornando
desnecessdria a produgdo-g. Criamos assim a gramética em (6.2).

I>0I|1P]|1
P>0P|0|11

Em geral, o papel da produgdo A — € sobre uma produgdo B — aBf pode ser
representado pela inclusdo da producdo B — aff. Assim a eliminacdo das produgoes-¢ de
uma gramdtica pode ser obtido por aplicagao do algoritmo seguinte, do Cédigo 6.1.

para cada A — ¢ :
para cada B — aAf :
adicionar B — aff a P ;
remover A — € de P ;

O algoritmo do Cédigo 6.1 pode introduzir novas produgoes-¢ na gramética, mas
se B — A for uma producdo em P a eliminagdo de A — € introduz a producdo B — e.
Nestes casos podemos reproduzir o algoritmo em Cédigo 6.1 e experimentd-lo para um A
sendo B (A = B).

Uma segunda agao que pode ser conduzida como transformagao de gramaticas é a
eliminacdo da recursividade & esquerda. Diz-se que uma determinada gramadtica é
recursiva a esquerda se possuir um simbolo néo-terminal A que admita uma derivacao do
tipo A =T Ay, ou seja, que seja possivel num ou mais passos de derivagdo transformar A
numa expressao que tem A no inicio. A gramdtica em (6.3) é um exemplo de gramaética
recursiva a esquerda.

E—-XT
X—>e|E+
T—oal|b|(FE)

A derivaggo F = X T = E + T mostra que é possivel transformar F numa
expressao com F & esquerda. Logo esta gramédtica tem recursividade & esquerda ao simbolo
nao-terminal F.

eliminacao de produgoes-¢

recursividade a esquerda
recursiva a esquerda
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Determina-se que se a obtencdo de uma expressao comecada por A se faz em
apenas um passo de derivacao a recursividade é imediata. Mas este tipo de situagao sé
ocorre se a gramdtica possuir uma ou mais produgoes do tipo A — A a. Veja-se (6.4) para
um exemplo semelhante ao anterior de (6.3).

E->T|E+T

T—oal|b|(FE)

A eliminacdo de recursividade imediata & esquerda faz-se com um algoritmo
bastante simples. Consideremos primeiro que 4 — 8 e A — Aa, onde A é um simbolo
nao-terminal e a e 8 sdo sequéncias de zero ou mais simbolos terminais ou néo-terminais,
sdo duas produgoes de uma gramdtica qualquer. Serd possivel substituir as duas
prrodugoes por outras que nao possuam recursividade & esquerda e produzam uma
gramdtica equivalente? Para responder a esta pergunta observem-se as palavras que se
podem obter a partir de A. Numa derivacido de um passo obtém-se que A = 5. Numa de
dois passos obtemos que A = Aa = fa. Numa de n passos, com n > 0, obtemos que A =

= fa™!. Mas estas palavras também podem ser obtidas com as produgoes de (6.5).

A->p X
X—>e|laX

O que podemos ver em (6.5) é que esta nova gramética continua a ser recursiva,
mas agora a direita.

A fatorizagdo a esquerda é uma transformacdo da gramdtica (um pouco mais
especial que as outras, daf ter uma sec¢do prépria) que ¢ mais ttil para produzir uma
gramdtica prética para os métodos de andlise sintatica que iremos abordar mais & frente.
Quando a escolha entre duas alternativas de producées de A nao é clara, entdo talvez a
rescrita das producbes que inferem essa decisdo seja o melhor a fazer, até que a entrada
produza a decisdo correta. Por exemplo, considerando a gramética em (6.6) ao ver a

entrada if nao podemos automaticamente inferir qual das produgoes é que havemos de
escolher para extender statement.

statement — if expression then statement else statement
| if expression then statement

Em termos gerais, se A — off1 | af2 sdo duas produgoes para A e a entrada comega com
uma string nao vazia derivada de a, nés deixamos de conseguir designar se havemos de
seguir offi ou afs. No entanto podemos modificar a decisdo expandindo A para aA’.
Entao, depois de ver a entrada derivada de a, expandimos A’ para f1 ou para f2. Por
outras palavras, as produgdes, por fatorizacao a esquerda, ficam como em (6.7).

A — ad’
A= Bi| po

Para fazer a fatorizagdo, tendo uma gramédtica G, para cada simbolo nao-terminal
A, temos de encontrar o maior prefixo de oo comum a duas ou mais alternativas. Se o =
= g, isto é, se existe um prefixo comum nao-trivial, substituimos todas as produgoes de A
A= api|apz] ... | apn]| v, onde y representa todas as alternativas que ndo comegam com
o, pela gramética de (6.8). Nesta tultima gramdtica A’ ¢ um novo simbolo nio-terminal.
Fazendo isto de forma repetida, até que nao haja duas alternativas para o mesmo nao-

imediata

fatorizagao a esquerda
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N

terminal produz um algoritmo para a fatorizacdo a esquerda, tendo como saida uma
gramdtica equivalente fatorizada & esquerda.

A— oA |y
A= pilfa] .| Bn

A construgdo de reconhecedores sintéticos (em inglés vulgarmente denominados de
parsers) é auxiliada por duas fungdes associadas as gramaticas. Estas fun¢ées manipulam
os conjuntos denominados de first, follow e predict.

O conjunto first, sendo G = (T, N, P, S) uma gramética qualquer e a uma
sequéncia de sfmbolos terminais e nao-terminais, contém todos os simbolos terminais que
podem aparecer no inicio de sequéncias obtidas a partir de o por aplicagao de produgoes
da gramética. Por outras palavras, um sfmbolo terminal z pertence a first(a) se e s6 se
o =* 78, com B qualquer. Adicionalmente, considera-se que &€ pertence ao conjunto
first(a) se a =* €.

Vejamos, no Cédigo 6.2, o algoritmo do célculo do conjunto first.

first(a):

se == ¢:
devolve {e};

caso contrario, se (o == aeacT):
devolve {a};

caso contrario, se (0 == Be BeN) :
M= {};
para cada (B— y) e P:

M= Mu first(y)

devolve M ;

caso contrario :

z = head(Q); // primeiro simbolo
B = tail(a); // todos os itens exceto primeiro
M = first(x);
seegM:
devolve M ;

caso contrario :
devolve (M - {e}) U first(B);

O conjunto follow estd relacionado com os sfmbolos n#o-terminais de uma
gramédtica. Seja assim G uma gramética e A um elemento de N. O conjunto follow(A)
contém todos os simbolos terminais que podem aparecer imediatamente a direita de A
num processo derivativo qualquer. Formalmente, follow(A) = {ae T : S =* yAayp}, com a
e 8 quaisquer.

O célculo dos conjuntos follow dos simbolos nao-terminais da gramética G baseia-
se na aplicagdo das quatro regras seguintes:

v § pertence a follow(S);

» se (A = aB) € P, entao follow(B) contém follow(A);

»se (A — aBfB) € Pe ¢ ¢first(f), entdo follow(B )contém first(f);

» se (A — aBpB) € P e ¢ € first(f), entdo follow(B) contém (first(f)-{e})u
Ufollow(A).

parsers

conjunto first

conjunto follow
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A primeira regra ¢é clarividente, mas na segunda regra, com mais cuidado, é dito
que se A = aB é uma produgao da gramaética e x pertence ao conjunto follow(A), entdo z
pertence ao conjunto follow(B).

Finalmente, o conjunto predict aplica-se as producoes de uma gramdtica e envolve
os conjuntos first e follow. Veja-se assim, como sua defini¢ao, (6.9).

first(a) e ¢ first(a)
predict(A— o) =
(ﬁrst(a)—{e})ufollow(A) £e ﬁrst(a)

Consideremos uma gramética G = (T, N, P, S) e uma palavra u € T*, v € L(G) se
e s6 se existir uma derivagdo que produza u a partir de S, isto ¢, se S =* u. Um
reconhecedor sintitico ¢ um mecanismo que responde a pergunta “u € L(G)?”, tentando
produzir a derivagdo anterior. Para o fazer, o reconhecedor por partir de S e tentar chegar
a u ou a partir de u e tentar chegar a S. No primeiro caso dizemos que o reconhecedor é
descendente, dado que o seu procedimento corresponde & geragao da &drvore de derivagao
da palavra u de cima (da raiz) para baixo (para as suas folhas).

O papel da anélise sintdtica é definir procedimentos que permitam entao construir
reconhecedores sintédticos a partir da gramdtica. Por exemplo, consideremos a linguagem L
descrita pela gramética em (6.10).

S—>aSb|cS|e

Serd que a palavra ‘acacbb’ pertence a linguagem L? Pertencerd se de algum modo
a derivagao S =* acacbb. Como podemos ver pertence, dado (6.11).

S = aShb = acSb = acaSbb = acacSbb = acacbb

A grande questdo em termos de reconhecimento de derivagdes é saber produzir,
perante duas ou mais produgoes com o mesmo simbolo a cabeca, a derivagao anterior, de
forma deterministica, nao estocdstica. Por exemplo, consideremos novamente o caso da
gramética de (6.10) e vejamos como é que se escolhe a opgdo correta para expandir S
usando S — a Sb endo S — ¢ Sou S — & A solugdo baseia-se na observagdo antecipada
dos préximos simbolos a entrada, através de mecanismos de lookahead. No exemplo, se o
préximo simbolo & entrada for um ‘a’ expandimos usando a regra S — aSb, por exemplo.
Podemos assim definir uma tabela que, para cada simbolo nao-terminal da gramatica e
para cada valor do lookahead, indica qual a produgao da gramética que deve ser usada na
expansdo. A profundidade da observacdo antecipada (nimero de simbolos de lookahead)
pode ser qualquer, mas aqui iremos sempre considerar 1 como profundidade méaxima. Veja-
-se assim a tabela da Figura 6.1 onde estd representado o lookahead para a gramética
(6.10).

S—ashb S—e S—cS S—e

Na tabela da Figura 6.1 o preenchimento das colunas ‘a’ e ‘c’ sao 6bvias, visto que
as produgoes associadas comecam pelo préprio simbolo do lookahead. Nas colunas ‘b’ e ‘$’
tal ndo acontece. O preenchimento da tabela de reconhecimento preditivo baseia-se nos
conjuntos first, follow e predict, usando o algoritmo do Cédigo 6.3.

conjunto predict

reconhecedor sintdtico

descendente

lookahead
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para cada (A —> a) €P:
para cada o € predict(A — a) :
adicionar (4 — o) a T[4, ] ;

As células da tabela que fiquem vazias representam situagoes de erro sintdtico. As
células da tabela que fiquem com dois ou mais produgbes representam situacoes de nao-
-determinismo, pelo que com base no lookahead usado nao é possivel escolher que producao
usar na expansdo. Uma gramética diz-se assim LL(1) se, na tabela de reconhecimento,
para um lookahead de profundidade 1, nao houver células com mais que uma produgao.
Equivalentemente, uma gramatica diz-se LL(1) se para todas as produgdes com o mesmo
sfmbolo & cabega os seus conjuntos predict sao disjuntos entre si.

Num Exercicio 6.1 calculemos a tabela de reconhecimento de um reconhecedor
preditivo para a gramadtica seguinte, em (6.12).

S—> AB
A—e|lad
B—->e|bB

Para iniciar este exercicio precisamos de calcular o conjunto predict para cada uma
das regras de (6.12). Para nos ser mais facil tomar partido dos resultados dos conjuntos
first e follow calculemos estes resultados para cada uma das produgdes de (6.12).
Comegemos por calcular o conjunto first de S, A e B'. O first(A) é o conjunto dos
primeiros terminais de A, isto ¢, pode ser tanto ‘a’ como €. O first(B), analogamente, pode
ser ‘b’ ou €. Assim sendo, o first(S) é o first(A) e, como este tem €, o first(B) também.
Como ambos podem gerar €, num pior caso, o first(S) também deve conter €, pelo que
first(S) = {a, b, €}. Veja-se a Figura 6.2 onde se expoe os cdlculos do first.

oo ||

fa. b, €l
[a €l
b, €l

De seguida calculemos os conjuntos follow, para facilitar o trabalho caso estes
sejam necessérios. Assim, o follow(S) é {$} apenas, dado que néo é chamado em nenhuma
regra. O follow(A) ocorre com o first(B) ou caso este nao ocorra, com o follow(S). J& o
follow(B) ocorre com o follow(S). Veja-se assim a Figura 6.3 onde se resumem as nossas
conclusoes.

o ol

{a. b, € [$}
fa, €l b, $!
b, € [$}

Continuamos entao por calcular o predict(S — A B). Como & faz parte do
first(A B), entdo temos que o conjunto é {a, b, $}. O predict(4 — €), como € ¢é firsi(e)
temos que resulta na unido de ndo-¢ com o follow(B), logo {b, $}. O predict(A — a A) é,
dado que ndo contém ¢, o first(ad), isto &, {a}. O predict(B — €), como € ¢ first(e) temos
que resulta na unido de nao-g¢ com o follow(S), logo {$}. O predict(B — b B) é, dado que
néo contém &, o first(bB), isto &, {b}. Vejamos assim a Figura 6.4.

LL(1)
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simboo a6 s |

S—-AB S—-AB S—-AB
A—=aA A— e A e
B—-bB B—e

O reconhecedor preditivo, sintetizado na tabela de reconhecimento apresentada na
Figura 6.4 permite construir programas de reconhecimento. Uma solugao para a
construgao do reconhecedor é baseada numa estrutura na qual cada simbolo nao-terminal
da gramdtica d4 origem a uma fungao, possivelmente recursiva.

Uma outra solugao para implementar o reconhecedor usa uma pilha para reter o
estado no processo de reconhecimento e usa a tabela de reconhecimento preditivo para
decidir como evoluir no processo de reconhecimento. Seja assim uma gramdtica G = (7T,
N, P, S) independente do contexto, que se assume que seja LL(1). Seja também M a
tabela de reconhecimento preditivo de G para um lookahead de profundidade 1.
Finalmente, consideremos que dispomos de uma pilha onde podemos armazenar elementos
do conjunto Z = T U N U {38} e que pode ser manipulada com as fungdes de push, pop e
top. Se considerarmos a gramdtica em (6.12) a execugdo de tal parser sobre a palavra ‘aab’
resultaria na tabela da Figura 6.5. Na coluna da pilha, o simbolo mais a direita é o que
estd no topo e, na coluna entrada, o simbolo mais & esquerda ¢é o lookahead.

aab$ pop(), push(A B)

aab$ pop(). push(a A)

aab$ pop(), lookahead-=token()
ab$ pop(). push(a A)

ab$ pop(). lookahead=token()
b$ pop()

b$ pop(). push(b B)

b$ pop(), lookahead=token()
$ pop()

$ ACCEPT

Os reconhecedores recursivo-descendentes permitem implementar facilmente
gramaticas de atributos do tipo L. As fungbes recursivas podem ter parametros de entrada
e de saida. Os primeiros permitem passar informagao da fungao invocadora para a fungao
chamada, o que corresponde, na drvore de derivacao, a definir atributos herdados dos nés
filhos com base em atributos do né pai. Os segundos permitem passar informagao da
funcdo chamada para a funcdo invocadora, o que corresponde ao suporte de atributos
sintetizados e de atributos herdados de nés filhos com base em atributos de nds filhos a
esquerda na drvore de derivagao.

Consideremos agora a gramatica em (6.13) que representa uma declaragido de
varidveis como conhecemos da linguagem C.

Do TL:
T—ilr
Lov|L,v

Como reconhecer a palavra ‘i v, v ;’ como pertencente a linguagem gerada pela
gramética em (6.13)? Se wu pertence & linguagem gerada pela gramdtica, entdo D =*
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=* u. Tentemos chegar até 14, mas no sentido inverso da derivagéo, isto é, da palavra u
para D. Veja-se assim (6.14).

iv, v;
=Tv, v; (por aplicagao da regra T — 1)
<TL, v; (por aplicagao da regra L — v)
< TL; (por aplicagéo da regra L — L, v)
<D (por aplicagdo da regra D — T L ;)

Aplicando este raciocinio a um autémato de pilha obtemos uma execugdo como a
definida na tabela da Figura 6.6.

iv.v:$ deslocamento
v.v:$ reducdo por T = i
v.v:$ deslocamento

v $ reducdo por L = v

Vv $ deslocamento

v $ deslocamento

% reducdoporlL = L. v
'$ deslocamento

$ redugdo porD = TL;
$ ACCEPT

Inicialmente, o topo da pilha apenas possui um simbolo especial, representado por
um $, que indica, quando no topo, que a pilha estd vazia. A entrada possui a palavra a
reconhecer seguida também de um sfmbolo especial, aqui representado por um $, que
indica fim de entrada. Em cada ciclo realiza-se, normalmente, uma operagao de
deslocamento ou de redugdo. A operagdo de deslocamento (em inglés shift) transfere o
sfmbolo nao-terminal da entrada para o topo da pilha. Por outro lado, a operacao de
redugao (em inglés reduce) substitui os simbolos do topo da pilha que correspondem ao
corpo de uma produgao da gramética pela cabega dessa regra. Se se atingir uma situagao
em que a entrada apenas possui o simbolo $ e a pilha apenas possui o simbolo $ e o
sfmbolo inicial da gramadtica, tal como acontece na tabela da Figura 6.6, a palavra é
reconhecida como pertencendo & linguagem, caso contrario é rejeitada. Veja-se um exemplo
de rejeicao na Figura 6.7, onde tentamos executar para a palavra i v v ;.

ivv:$ deslocamento
vv:$ reducao por T — i
vv:$ deslocamento

____ sTvliE refeicao

2.

O que acontece na Figura 6.7 é que com ‘T v’ e ‘v’ na entrada é impossivel
chegar-se a uma aceitagdo, porque se se reduzir ‘v’ para L ficar-se-ia com um 7T L na pilha
e um ‘v’ na entrada, que nao pertence ao conjunto follow(L).

Mas a rejeicao e a aceitagao nao sao os unicos estados conclusivos deste algoritmo
- podem acontecer outras eventualidades a que denominamos de conflitos. Consideremos,
para analisar estes casos, a gramética de (6.15) e tentemos executar o procedimento de
reconhecimento para a palavra ‘icicaea’ na Figura 6.8.

deslocamento

redugao

conflitos
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S—icS|icSeS|a

T

icicaea$ deslocamento

cicaea$ deslocamento

icaea$ deslocamento

caea$ deslocamento

aea$ deslocamento

ea$ reducdo porS = a

ea$ conflito (reducao ou desl.)

O que acontece na tabela da Figura 6.8 é que chegamos a um ponto em que
“tanto faz” escolher executar uma redugao usando a regra S — i ¢ S ou um deslocamento
para tentar S — ic Se S. A este tipo de conflito damos o nome de conflito deslocamento-
-reducdo (em inglés shift-reduce conflict) e ndo temos como escolher a melhor forma de
avangar. No entanto hd que ter cuidado porque, embora possa nao ser a opgao mais 6tima,
ferramentas como o bison efetua deslocamentos em conflitos deste tipo.

Vejamos agora um segundo caso, como o da gramdtica em (6.16).

S— A|B
A—>c|Aa
B-c|Bb

Tentemos novamente executar o procedimento de reconhecimento agora para a
gramética em (6.16) e com a palavra ‘c’. Veja-se a Figura 6.9.

T e errada ot

c$ deslocamento

conflito (que reducao?)

O que aconteceu na execugao retratada na Figura 6.9 é que na iltima o parser nao
consegue decidir entre duas redugbes possiveis: A — ¢ ou B — c. Perante este tipo de
conflitos, ferramentas como o bison optam pela producdo que aparece primeiro, podendo,
como no outro tipo de conflito, ndo ser a solu¢do mais adequada. A este tipo de conflitos
damos o nome de conflitos redugao-redugao (em inglés reduce-reduce conflict).

O procedimento de reconhecimento, como podemos ver, é um processo iterativo.
Em cada passo, a operacdo a realizar depende da configuracdo nesse momento. Uma
configuragao ¢ assim formada pelo contetddo da pilha mais a parte da entrada ainda nao
processada. A pilha é conhecida, mas entrada é desconhecida, conhecendo-se antes apenas
o préximo simbolo (lookahead). Entdo a decisdo a tomar sé pode basear-se no contetido da
pilha e no lookahead. Mas, se se quiser construir um reconhecedor apenas com capacidade
de observar o topo da pilha, uma pilha onde se guardam os simbolos terminais e nao-
-terminais tem pouco interesse. Deve-se guardar, entao, um simbolo que represente tudo o
que estd para trds. Para definir tais simbolos precisamos de considerar um conjunto de
estados, onde cada um representa um conjunto de itens. Um item de uma gramédtica é uma
produgdo com um ponto (dot) numa posigdo do seu corpo. Por exemplo, a produgio
A—)Blengroduz4itens:A%-B1Bng,A—>Bl~BQBg,A%Ble-B3e

deslocamento-redugao

redugao-redugao

configuragao
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A — Bi By B3 - . Um item representa assim o quanto de uma producdo é que ja foi
realizada e, simultaneamente, o quanto falta obter.
Consideremos agora a gramdtica em (6.17).

S—>F
E—al|(FE)

O estado inicial - primeiro elemento da cole¢do de conjunto de itens - contém o
item Zy = {S — - E $}. Este conjunto tem de ser fechado. O facto do ponto se encontrar
imediatamente & esquerda de um simbolo nao-terminal, significa que para se avangar no
processo de reconhecimento é preciso obter esse simbolo. Isso é considerado juntando ao
conjunto Zy os itens iniciais das produgoes cuja cabeca é E. Fazendo-o, Z passa a (6.18).

Zy={S—> -ES$} u{Ef—> -a, E—>-(FE)}

Se nos novos elementos adicionados ao conjunto voltasse a acontecer de o ponto ficar
imediatamente a esquerda de outros simbolos nao-terminais o processo deve ser repetido
para esses simbolos. O estado Z pode entdo evoluir por ocorréncia de F, um ‘a’ ou um ‘(’.
Correspondem aos simbolos que aparecem imediatamente a direita do ponto e produzem 3
novos estados, como vemos em (6.19).

Z1=6(Z0,E)={S—)E'$}
Zo=08(Zp,a)={E—>a-}
Z3=0(Zo, ()={E—>(-E)}U{E—> -a,E—>-(F)}

Note-se que Z3 foi extendido pela fungao de fecho, uma vez que o ponto ficou
imediatamente & esquerda de um simbolo nao-terminal, o F. Zi representa uma situacao de
aceitacdo se o simbolo & entrada - o lookahead - for igual a $ e de erro caso contrario. Z»
representa uma possivel situacao de redugao pela regra £ — a. Esta redugéo sé faz sentido
se o simbolo & entrada for um elemento do conjunto follow(E). Caso contrério corresponde
a uma situacao de erro. Finalmente, Z3 pode evoluir por ocorréncia de um FE, um ‘a’ ou
um ‘(’, que correspondem aos simbolos que aparecem imediatamente & direita do ponto.
Estas evolugdes séo indicadas em (6.20).

Zi=8(Z,E)={E— (E-)}
6(23, a) = /o
0Zs, ()= 23

Como podemos ver apenas um novo estado fora criado, este, que evolui por
ocorréncia de um ‘)’, como podemos ver em (6.21).

Zs=08(Z,))={E—>(E) }
Agrupando todos os estados obtemos a cole¢ao de itens seguinte (6.22).

Zy={S—> - E$}V{E—> -a, E> -(FE)}
Z1:E)(Z0,E):{S—>E'$}

(
Zs=8(Z,()={E>(-E)}U{E—>-a, E>-(E)}
Z4=6(Z3,E)={E—>(E-)}

Zs=0(Zs,) )={E—>(E)- }

item

colegao de itens



LINGUAGENS FORMAIS E AUTOMATOS

A colegdo de conjuntos de itens (conjuntos de estados) fornece a base para a
construgdo de uma tabela usada no algoritmo de reconhecimento. A tabela de
reconhecimento é uma matriz dupla, em que as linhas sao indexadas pelo alfabeto da pilha
(colegao de conjunto de itens da pilha) e as colunas sdo indexadas pelos simbolos terminais
e nao-terminais da gramética. Representam-se assim, simultaneamente, duas fungdes,
designadas de ACTION e GOTO. A fungdo ACTION tem como argumentos um estado
(simbolo da pilha) e um simbolo terminal (incluindo o $) e define a acdo a realizar (entre
deslocamento, redugéo, aceitacdo ou rejeigdo). Por outro lado, a fungdo GOTO mapeia um
estado e um simbolo ndo-terminal num estado. E usada apés uma operacio de reducio.
Veja-se assim um exemplo. Considerando a gramdtica em (6.17) e a cole¢do de conjunto de
itens em (6.22), podemos obter a seguinte tabela de reconhecimento na Figura 6.10.

I T A N S N R Y
desl, Z desl, Z3
aceitacao
red, E = a red, E = a
desl. Z2 desl. Z3
desl, Zs
red, E = (E) red, E = (E)

Na Figura 6.10, em suma, temos que: Z representa o alfabeto da pilha, este,
obtido pelo cédlculo da colegao de conjuntos de itens; sempre que temos “desl, Z,” temos
um deslocamento, no qual é consumido o simbolo & entrada e é feito o empilhamento do
simbolo Z,; sempre que temos “reduce, A — a” pretende-se representar uma redugao, na
qual sao retirados da pilha tantos sfmbolos quantos os sfmbolos do corpo da regra; os
sfmbolos Z da dultima coluna, representam os simbolos a empilhar apés uma redugao; as
células vazias representam situacoes de erro.

No Coédigo 6.4 podemos ver o algoritmo para a criagao da tabela da Figura 6.10.
Nele, sempre que se referem top, pop e push pretende-se apontar para as funcoes de
manipulacdo das pilhas e, sempre que se referirem lookahead e adv pretende-se apontar
para fungoes de manipulacdo de entrada que, respetivamente, devolve o préximo simbolo
terminal & entrada e consome um sfmbolo.

push(Z) ;
para sempre
se top() == Z1 e lookahead() ==
aceita a entrada como pertencendo & linguagem ;
acc = tabelaltop(), lookahead()] ;
se acc & deslocamento Z; :
adv() ;
push(Zi) ;
caso contrario, se acc é redugdo A — o :
pop() |a| simbolos ;
push(tabela[top(), A]) ;
caso contrario :
rejeita a entrada ;

tabela de reconhecimento
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N

A aplicagdo deste algoritmo a palavra, por exemplo, ‘((a))’ resulta na tabela da
Figura 6.112.

T e errage s

((anNs$ deslocamento Z3
(anN$ deslocamento Z3
anNs$ deslocamento Z,
NS$ reduzir E = a
NS goto Z,

NS deslocamento Zs
)$ reduzir E = (E)
) $ goto Z,

) $ deslocamento Zs
$ reduzir E = (E)
$ goto Z
$

aceitacao

Na redugdo com a producdo E — a foi feito o pop de 1 simbolo (nimero de
stmbolos do corpo de producao), ficando, em consequéncia, um Z3 no topo da pilha. O Z4
que foi empilhado logo a seguir corresponde a tabela[Zs, E]. Nas duas redugbes com a
produgéo E — ( E ) sao feitos pop de 3 simbolos, ficando, em consequéncia, um Z3 no topo
da pilha, no primeiro caso, e um Zy no segundo.

Consideremos uma gramdica G = (T, N, P, S). Nesta gramética designamos um
simbolo nao-terminal A como produtivo se e sé se for possivel transforméa-lo numa
expressao contendo apenas simbolos terminais. Isto ¢, A é produtivo se 4 =* u A u € T*.
Caso contrdrio, diz-se que A ¢é improdutivo. Uma gramdtica, por conseguinte, diz-se
improdutiva se o seu sfmbolo inicial for improdutivo. Sobre o alfabeto T = {a, b, c}
consideremos para o efeito a gramética em (7.1).

S—abl|aSb|X
X—>cX

Como referido, dizemos entdao que S ¢ produtivo, porque S = a b A a b € T*. Em
contrapartida, podemos dizer que X é improdutivo porque é impossivel transformar X
numa sequéncia de sfmbolos terminais, como podemos ver em (7.2).

X=>cX=ccX=%c...cX

Seja novamente G = (7, N, P, S) uma gramdtica qualquer. O conjunto dos
simbolos produtives, N,, pode ser obtido por aplicagdo das seguintes regras construtivas de

(7.3).

se (A—>o0)ePeaecT* entao A eN,;
se (A—>a)ePeac(TuN,)* entdo A €N, ;

produtivo

improdutivo

simbolos produtivos
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Comegando com um N, igual ao resultado da aplicacao da primeira regra a todas
as producoes da gramdtica e extendendo depois esse conjunto por aplicagao sucessiva da
segunda regra obtem-se o conjunto de todos os simbolos produtivos de G. O algoritmo
seguinte em Cddigo 7.1 executa esse procedimento.

seja N, = O, P, = P;
repetir :
nadaAdicionado = True ;
para cada (A — a) € Py:
seae(Tu Ny)*:
se AegN,:
Ny = N, u {A};
nadaAdicionado = False ;
até que nadaAdicionado ou N, = N ;

No Cédigo 7.1 N, representa o conjunto dos simbolos produtivos ja identificados e
P, o conjunto das produgoes contendo simbolos ainda nao identificados como produtivos.
Se numa iteragao nenhum simbolo for marcado como produtivo o algoritmo para, sendo o
conjunto dos simbolos produtivos o conjunto N, tido nesse momento. Obviamente que o
algoritmo também para, se no fim de uma iteracao, N, = N, isto é, se todos os simbolos
foram marcados como produtivos.

Com as mesmas consideracoes de gramadtica da secgao anterior, um simbolo
terminal z diz-se acessivel se for possivel transformar S (o simbolo inicial) numa expressdo acessivel
que contenha z, isto ¢, se S =* agB. Caso tal nao se consiga comprovar diz-se que z ¢
inacessivel (ou nao-acessivel). Consideremos entdo para o efeito a gramética de (7.4). inacessivel

S—elalSblcCc
C—>cSc
D—>dXd
X->CC

Se verificarmos bem, podemos reparar que é impossivel transformar S numa
expressao que contenha D, d ou X, pelo que estes simbolos sao inacessiveis. J4 os restantes
sfmbolos sao acessiveis.
Podemos também considerar o conjunto dos simbolos acessiveis, Va4, este podendo simbolos acessiveis

ser obtido através das regras produtivas de (7.5).

SeVa;
se A > aBfePeAecVientao BeVy

Comegando com V4 = {S} e aplicando sucessivamente a segunda regra de (7.5),
temos que até que ela nao acrescente nada a V4 obtém-se o conjunto dos simbolos
acessiveis. O algoritmo seguinte de Cdédigo 7.2 executa esse procedimento. Nele, Vy
representa o conjunto dos simbolos acessiveis j& identificados e N; o conjunto dos simbolos
nao-terminais acessiveis ja identificados mais ainda nao processados. No fim, quando N,
for o conjunto vazio, V4 contém ji todos os simbolos acessiveis.

seja Va = {S}, No= Va;
repetir :
seja A = um elemento de N; ;
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N, = N\ {A};
para cada (A > a) eP:
para cada (z) em o :
sexéeVa:
Va=Vau {4} ;
sexeN:
Ny = Ny {A} ;
até que N, = O ;

Uma gramdtica limpa é tal que, possuindo todas as capacidades de uma
gramdtica, nao tenha simbolos inacessiveis ou improdutivos, estes, considerados imiteis,
porque nao contribuem para as palavras que a gramdtica pode gerar. Se tais simbolos
forem removidos obtém-se uma gramdtica equivalente, em termos da linguagem que
descreve. Para limpar as gramadticas devemos entao limpar primeiro os simbolos
improdutivos e s6 depois os inacessiveis.

E assim termina a disciplina de Linguagens Formais e Autématos (a2s2) dando
continuidade na aplicagdo destes conhecimentos em Introdugdo & Inteligéncia Artificial
(a3sl) - nao diretamente, mas sendo uma das possiveis aplicagoes.

gramatica limpa

imiteis
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