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Duragéo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos.

12.2 Ano de Escolaridade

A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificacao final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem para a
classificacao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao € permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas,
o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os célculos que tiver de efetuar e todas as
justificac6es necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao, apresente sempre

o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (a— amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um setor circular:

ar?

- (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: tr g (r — raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 tr? (r — raio)

N . 1 e
Volume de uma piramide: 3 X Area da base x Altura
1 ,
Volume de um cone: 3 X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: ; n r3  (r —raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,):

Progressao aritmética: “1;J xn

1-r"

Progressao geométrica: u; x "

=T

Trigonometria

sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+ b) =cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)" = pn ein®

0+2kT

n/p eie — K/E'ei P

(k € {0,...,n—1}en€eN)

Regras de derivacao
u+v) =u 4+

(wv)' = u'v+uw

(u)’ u'v—uv

v v?

W' = nu"W (n € R)
(senu)' = u'cosu

(cosu)' = —u'senu

!

tgu)' =
(tg) cos?u

e")' =u'e*
(av)' = w'a*Ina (a € R*\{1})

!

(nw)’ = —
nu = ”

!

(logaw) = —— (a€ R*\{(1})

Limites notaveis

lim(l +%)n =e (neN)

. senx
lim =1
x->0 X

e —1
lim

x—0 X

=1

~ Inx
lim — =0
X—>+00 X

X

lim —=+o (p € R)

x—+400 xP
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% 1. Considere todos os numeros naturais de cinco algarismos que se podem formar.
Destes numeros, quantos tém exatamente dois algarismos impares e iguais?
(A) 2500 (B) 3000 (C) 5500 (D) 6250

2. Seja Q, conjunto finito, o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos possiveis (A c Q e B c Q).
Mostre que:
P(A|B)xP(B)+ P(A)—P(B)=1—-P(4A UB)

* 3. Uma escola secundaria tem apenas duas turmas de 12.2 ano: 0 12X e 0 12Y.
Sabe-se que as duas turmas tém o mesmo numero de alunos.
Os alunos dessas turmas estdo a organizar a viagem de finalistas e ficou decidido que tém de
escolher entre apenas dois destinos para essa viagem: Algarve ou Sul de Espanha.
Escolhe-se, ao acaso, um aluno de 12.%2 ano dessa escola.
Sabe-se que:
» a probabilidade de o aluno preferir como destino o Algarve é 64%;

* um quarto dos alunos que preferem como destino o Algarve é da turma X.

Determine a probabilidade de o aluno escolhido nao preferir como destino o Algarve nem ser da
turma X. Apresente o resultado na forma de percentagem.

4. Seja f a fungdo, de dominio R, definida por:

( sen (x —%) 1
————=——In6 se x<=
f(x)={-2x*+3x—1 2
1

In(e** — 6) se x>

Resolva os itens 4.1. e 4.2. sem recorrer a calculadora.

%  4.1. Averigue se a fungao f é continuaem x = %

4.2. Em E +oo[ o gréafico de f tem um ponto em que a ordenada € o dobro da abcissa.

Determine as coordenadas desse ponto.
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5. Seja g a funcao, de dominio R\{0}, definida por:
e*—1
X

1
xln(—) se x>0
x

se x<0

gx) =

* 5.1. Sabe-se que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa —1 € paralela a reta de
equacao y = kx. Qual é o valor de k?
(A) et (B)1—et (C)1—e2 (D) 1—2e7t

5.2. Estude, sem recorrer a calculadora, a fungao g quanto a existéncia de assintotas verticais e

horizontais ao seu grafico e, caso estas existam, escreva as respetivas equacgoes.

*  5.3. Estude, sem recorrer a calculadora, a fungdo g quanto & monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos, no intervalo 0, + [, e determine esses extremos, caso existam.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

6. Na figura esta representada, num
referencial o.n. Oxyz, a piramide regular
de base quadrada [ABCD] e vértice V.
Sabe-se que:

» o plano ABC é definido por
6x + 2y — 3z =-2;

» o plano CDV é definido por
2x+2y+3z=34,;

* o plano ADV é definido por
6x — 26y + 11z = —142;

* 0 ponto B tem coordenadas (1, —1,2).

% 6.1. Qual das seguintes equacdes define um plano perpendicular aos planos ABC e CDV e que
passa no ponto B?
(A) 3x —6y+2z+13=0 (B) 6x —12y+4z—-26=0
(C) x+3y+4z—-6=0 (D) 3x +3y—4z+8=0

*  6.2. Determine a area da base da piramide, sem recurso a calculadora, a ndo ser para efetuar

eventuais calculos numéricos.
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7. Considere, num referencial 0.n. Oxy, a circunferéncia de equagéo x? + 6x + y? — 2y = 15.
Seja t a reta tangente a circunferéncia no ponto T(—6,—3).

Determine as coordenadas do ponto da reta t que esta mais préximo da origem do referencial.

* 8. Nafigura esta representada a semicircunferéncia de centro 0 e /\
didmetro [AD] e o trapézio iso6sceles [ABCD] inscrito na B ¢ Q
semicircunferéncia.

Sabe-se que AD = 10 cm.

Seja a € |5, 2| a amplitude, em radianos, do angulo 04B. A S
4’2

Mostre que a area do trapézio [ABCD], em centimetros quadrados, é dada, para cada valor de a,

pela expressao:

25
25sen(2a) — 75en(4a)

1
x=Inx °

% 9. Seja f afuncdo real de variavel real, de dominio R*, definida por f(x) =

Seja a um numero real positivo e sejam A e B os pontos do gréafico da funcdo f de abcissas a e

2a, respetivamente, tais que 0 segmento de reta [AB] é diagonal de um quadrado cujos lados sao

paralelos aos eixos coordenados.

Determine, recorrendo as capacidades gréaficas da calculadora, o valor de a, sabendo que esse

valor existe e é unico. Na sua resposta:

* equacione o problema;

» reproduza, num referencial, o(s) gréafico(s) da(s) fungéo(des) visualizado(s) na calculadora que
lhe permite(m) resolver a equagao e apresente a(s) coordenada(s) do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondadas as milésimas;

» apresente o valor de a arredondado as milésimas.

% 10. Sejaa € R\{0,1}.
n
Considere a sucessao convergente (u,) definida por u,, = (%) .
Em relagao a uma certa fungéo f, sabe-se que lim f (u,,) = a.

Em qual das opgdes seguintes pode estar definida uma expressao analitica de f?

(A) f(x) = ax (B) f(x) = Inx ©) f)=a+- (D) f(x) = alnx

M Prova-Modelo de Exame de Matematica A _12.2 Ano Expoente’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



11. Seja (a,,) uma progressao geométrica crescente cujo primeiro termo € 2.

Sabe-se que a, , a, e a; — 2 sdo trés termos consecutivos de uma progressao aritmética.

Sem recorrer a calculadora, a ndo ser para efetuar eventuais calculos numéricos, averigue se 256 é

um termo da progressao geométrica (a,,).

12. Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

% 12.1. Na figura estao representados, numa circunferéncia centrada na origem, os pontos A € B,

vértices consecutivos de um poligono regular. Os vértices desse poligono sao os afixos

das raizes de indice n de um certo nUmero complexo w.

Sabe-se ainda que o ponto A € o afixo do nimero complexo z=3+4i e que 0

. ;. 5
comprimento do arco AB € igual a ?ﬂ.

As coordenadas do ponto B sao:

(A) (3\/' 4 3+;h/_)

(B) (4\/’ 3 4+3\/‘)
(€) (\/’ 7\/’)
(27)

(D)

. P 3
12.2. Seja a um ndmero real talque m < a < 7“

. ; 1
Sejamz =6e“ew = ge“".

Sabe-se que Re(z x w) = % .

v

Re(z)

Sem recorrer a calculadora, determine z na forma algébrica.
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*

13. Seja k um namero real ndo nulo e seja f a fungéo definida por f(x) = kx2.

Considere dois pontos do grafico de f, A e B, sendo A 0 de menor abcissa.

Considere, também, o ponto desse grafico em que a reta tangente ao grafico é paralela a reta AB.

Mostre que, para qualquer valor de k, as abcissas dos trés pontos sdo termos consecutivos de

uma progressao aritmética.

FIM

COTACOES

As pontuacgbes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem
obrigatoriamente para a
classificacéo final.

Cotacéo (em pontos)

12

14 14 12

14

5.3.

6.1.

12

6.2. 8. 9! 10.

14 14 14 12

121.

12

13.

14

Subtotal

158

Destes 6 itens, contribuem

para a classificacéo final da
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacéo.

Cotacéo (em pontos)

4.2.

5.2

3 x 14 pontos »

12:2;

Subtotal

42

TOTAL

200
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Prova-Modelo de Exame de Matematica A — 12.2 ano — Proposta de resolucao

1. Opcgao (C)
Consideremos dois tipos de casos que se excluem mutuamente: comegar em impar ou comegar
em par.
. . 4
l 4 X
o i P _p_ _P_ Gy +
5 X 1 X 5 X 5 X 5 numero de maneiras
de colocar o impar
que ndo na
posigao inicial
2,4,6,8
+ P i i X ‘c
p - - _P_ _DP_ 2
4 X 5 X 1 X 5 X 5 nimero de maneiras

de escolher 2 posig¢des
das 4 possiveis para
colocar os impares

54X 4C1+4-X53>< 462 -
= 2500 + 3000 =
= 5500

— __ P(AnB) _
2. P(A|B) x P(B) + P(A) — P(B) = POR P(B) + P(A) — P(B) =

=P(BNA)+P(A)—P(B) =
=P(B)—P(ANB)+P(A)—P(B) =
=P(A)—P(ANB) =

=P(ANB) =

=P(AuB)=

=1-P(AUB)

3. Consideremos os acontecimentos:
X:“O aluno é da turma X.”
A: “O aluno prefere como destino o Algarve.”
Sabemos que:
s P(X)=P(Y)=0,5
« P(A) =064
. P(X]A) = % = 0,25

Pretende-se determinar P(A N X).
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Tem-se que:

P(XNA)
P(4)

& P(XNA) =0,25 X 0,64
s P(XNA) =016

P(X|A) = 0,25 & = 0,25

Assim:

P(AnX)=P(AUX)=1-P(AUX) =

=1-P(A)—P(X)+PANX) =

=1-064-05+0,16 =
= 0,02
P(ANX)=2%

4.

4.1 Para f ser continuaem x = % tera de existir limf (x), isto e,

xX-=
2

1

. f (E) =1In (e‘”(% - 6) =1In(e? - 6) = lirP+f(x)

xX— E
. . sen (x—1
* xll(mi)-f x) = x_l)lEIll)_ (ﬁ —In 6) =
L eled)
B x— (1)_ —Z(x—%)(x—l) Bl
= 1 _sen(xff)x lim _ —1In6 =
LN s

. seny 1
= X ——
yl_%l— y -2(5-1) In6
limite notavel
=1X1—1n6=
=1—1In6

Nt
x= (5
2

()

lim f(x) = lim_f(x) = f(3):

Calculo auxiliar

—2x2+3x-1=0x =

—34./32-4x(=2)x(-1)

S x =

S x =

S x =

2% (=2)
—3+v9-8
-4
-3+1 _-3-1
Vx=—r+
§ Vx=1

1
—2x2+3x—1=—2(x—5)(x—1)

Como 1—1n6 = Ine —In6 = In (5), é diferente de In (¢? — 6), tem-se que

liErll fx) #

(2
% (3)

lim _f(x).
= (3)

. ~ ~ . , 1
Conclui-se, entao, que f ndo ¢ continua em x = -.

4.2 Em E +oo[:
f(x) =2x
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In(e** —6) =2x @ e™* — 6 =e%*

e —eX—-6=0

o ()2 —e*-6=0
Considerando a mudanga de variavel y = e?*:

1i\/(—1)2—4x1><(—6)® 14425
2% 1 Y=72

y'-y-6=0oy=

Assim:
1
e?* =3 V e?* = -2 <:)Zx=ln3<:)x=l3€[l,+oo[
| — 2 2
equacio impossivel
O ponto do grafico em que a ordenada € o dobro da | calculo auxiliar
In3 4ln3
. In3 . (In3 In3 —in(e 2 - n -

abcissa tem coordenadas (an (HT)) = (HT,ln3). f(T) =In (e 7 - 6) =In(e?™ —6) =
=In(e® —6) =
=In(9-6) =
=1In3

5.

5.1 Opcao (D)
O declive da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa —1 é g'(—1). Como a reta é
paralela a reta de equacao y = kx, entdo k = g'(—1).

Em ]—oo, 0[, tem-se que:

, e*—1\"  (e¥—1)'xx—(e¥—1)xx’'
o= (22 - —

x2

_ e¥xx—(e*-1)x1 _
= =z =
_ e¥xx—e*+1

X2
Assim:
e"Ix(-1)—e1+1 _ —e"l-el41

k=g'(-1)= =L = - =1—2e1

5.2 Assintotas verticais
A funcao g é continuaem |-, 0[ e em ]0, + [, logo a reta de equagéo x = 0 é a Unica candidata
a assintota vertical ao grafico de g:

- limg(x) = lim, (xIn G)) =0 x1In (Oé) = 0" x In(+) = 0 X o (indeterminac&o)
i, (x1n(2)) = -

. . s 1
Considerando a mudanca de variavel SV X 0F =y > +oo:
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[
limite notavel

=0

. s e*—1\
lipg@o = lip () =1

limite notavel

O gréfico de g nao tem assintotas verticais.

Assintotas horizontais

i 90 = i (+10(2)) =+ 1n(2)
= 400 X In(0%) =
=400 X (—o) =

= —00

O gréfico de g ndo apresenta assintotas horizontais quando x — +oo.

= =—=—=O

—00 —00 —00

. . e*—1 -1 0-1 -1
« lim g(x) = lim ( ) =
X—>—00 X——00 X

A reta de equacao y = 0 € assintota horizontal ao grafico de g quando x — —oo.

5.3 Em |0, +oo[:

900 =(xn(3)) -

=11’1;—1
g'(x) =
ln(l)—1=0(=)ln(—)=1
elze
X
Sx=- e lE]O,+oo[
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e
Sinal de ¢’ n.d. + 0 -
1
Variagdo de g n.d. / g (E) ~
Max.

Calculos auxiliares

g@=m(})-1=IEH-1=-1-1=-2<0

g’(i)=ln<%>—1=ln(Ze)—1=ln2+lne—1=ln2+1—1=ln2>0

2e
2e

1 1 1 1 1 1
g(z)=;‘“<g>=;1“(e)=;>‘1=z

. 1 P 1 1 . L. 1
g € crescente em ]0,;[ e é decrescente em ]g' +oo[; - € um maximo (absoluto) para x = -

6. ABC:6x + 2y — 3z = -2 um vetor normal a ABC: (6,2, —3)
CDV:2x+2y+3z=34 um vetor normal a CDV:m(2,2,3)
ADV:6x — 26y + 11z = —142 B(1,-1,2)

6.1 Opcao (B)
Se dois planos sao perpendiculares, entdo os respetivos vetores normais também o sdo. Vamos,
entdo, determinar um vetor, ndo nulo, que seja simultaneamente perpendicular a 7 e a m:

{(a,b,c).(6,2,—3) =0®{6a+2b—30= 0 {6a+2b =3¢
(a,b,0).(2,2,3) =0 2a+2b+3c=0 3c=—2a—-2b

@{6a+2b=—2a—2b@{8a=—4b

1
a=—=b __1
=N 12 @{a— zb
3c=—2(—5b)—2b 3c=b—2b
__1 a=—<=b
(:){a b o f
3c=-b c=—=

(=3b,b,—2b),com b € IR\{0}

b=6-(-3,6-2)

Um plano perpendicular aos planos ABC e CVD é da forma —3x + 6y — 2z + d = 0.

Como B(1,—1,2) pertence ao plano, vem que:

-3-6—-4+d=0sd=13

Logo, um plano perpendicular aos planos ABC e CDV, e que passa em B pode ser definido por:
—3x+6y—2z+13=06x—12y+4z—26=0
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6.2 AD é a intersegao dos planos ABC e ADV.

{ 6x+ 2y —3z=-2 @{ 6x=-2—-2y+3z
6x — 26y + 11z = —142 —2—=2y+3z—-26y+11z=—142

< 3 3 2 S 1—-28y = —14z — 140
{—Zy —26y+3z+ 11z = —140 { y g
1 1(1 1
x=—=—=|zz+5)+-z 11 5,1
PEN 3 3S2 ) 2 (:){x——g—gz—§+gz
y=-z+5
2
x=-2+z
=3 .
y=3z+5

(—2 + %z, 5+ %z,z ) com z € IR é um ponto genérico da reta AD.

11
AD: (x,7,2) = (=2,5,0) + k(§,§,1),k € IR
D é aintersecao da reta AD com o plano CDV.

D(—2+lk,5+lk,k),com k € R
3 2

1 1 2
2(—2+§k>+2(5+§k)+3k=34(:>—4+§k+10+k+3k=34
2 3 9, _
@§k+§k+§k—28
oYy =128
3
k=6
6 6
p(-2+2,5+2,6)
D(0,8,6)
BD=y/(0—-1?+(8+1)2+(6-2)2=v1+81+16 =98

—2
BD =1>4+12 98 =2]? & 49 = [?

Apase = 49 u.a.

7.x2+6x+y?—2y=15x2+6x+9+y> -2y +1=15+9+1
©x+3)2+ @y -1)2=25
Seja C o centro da circunferéncia: C(—3,1)
Seja P(x,y) um ponto genérico da reta tangente a circunferéncia no ponto T
(TTP=0& (-3,-4).(x+6,y+3) =0 —3x—18—4y—12=0
& —4y =3x + 30
3 15

(:)y=—zx—7
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O ponto da reta t que esta mais proximo da origem do referencial € a projegao ortogonal de O
sobre a reta t. Consideremos a reta perpendicular a t e que passa em 0, definida por y = %x.

Determinemos a intersecdo desta reta com a reta t:

4
y =% 3 15 4 _ _
3 3 1 4 (~9x—-90=16x _ (—25x =90
3 15‘:’{4 7 =37 = ={
YETYE T
18
X=—-=
5
< (-l
y="3 5 2
x=-12
5
< 24

~ 18 24
As coordenadas sao (—?, —?).

A[ABCD] — AD+BC x W — 10+2X0P x W

8. Seja P a projecao ortogonal de B sobre [AD]. /\
B C

Calculos auxiliares

O triangulo [AOB] é isésceles:
OA=0B=raio=5
o= 0AB = 0BA

AOB=m—a—a=1-2a

sen (m— 2a) = % < sen 2a) = ? < BP = 5sen (2a)
cos(m — 2a) = O_?P & —cos(2a) = O_?P & OP = —5cos (2a)
Assim:
10+2x0P , 55 _ 10+2x(-5 2
Alapcp) = —ZX X BP = ( ZCOS( ) X 5sen (2a) =
10-10 2
=ﬂx556n(2a) =

2

(5 —5cos (20()) X 5sen (2a) =
= 25sen (2a) — 25 cos (2a) sen (2a) =

= 25sen (2a) — % X 2 sen (2a) cos (2a) =

sen (2x2a)

= 25sen (2a) — 22—5 X sen (4a)
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1

9.f(x) = x=Inx
A(a,f(a)), ou seja, A (a, a_llna )

B(2a,f(2a)), ou seja, B (2‘1' m)

Df=R+

1

1
O declive da reta AB ¢ igual a L8XL@) _ 2ahGa _a-hhe

2a—-a a
[AB] € uma diagonal de um quadrado de lados paralelos aos eixos coordenados se:
1 1 1 _ 1
2a-In(2a) " a-lna — 1 vV 2a-1n(2a) a-lna — _1
a a
isto é:
t
2a-1n(2a) a-lna =1
a
ou seja:
|y ~ aming |
za—ln(za)a a-lna — 1’ pOiS a€ R+.
Utilizando x como variavel independente:
| 1 1
2x—In(2x) x—Inx | _ 1
X
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:
1 1
2x — In(2x) x—Inx
filx) =
X
f2(x) =1
x>0
A
5
/ f,
f
0|0,2214 x

Logo, a = 0,214.

10. Opcao (B)

= (52 = 14
n

limu, = lim (1 +%) =e?

Assim, lim f(x) = a.
x—e?
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(A) J}i_)rglaf(x) = J}i_)rérla(ax) =ae? (falso)

(B) lim f(x) = }}irglalnx =In(e%) = a (verdadeiro)

x—ed

(©) lim,f() = lim, (a+3)=a+= (falso)

x—e?

(D) )}i_glaf(x) = xli_)rgna(alnx) = aln(e%) = a? (falso)

11. a; = 2 e (a,) € uma progressao geométrica crescente, logo, r > 1.
a, , a, , az—2 saotermos consecutivos de uma progressao aritmeética.
aQ—a=03—2—a,©a,—2=a3—2— a,

S 2a, = aj
Por outro lado:
a, = a; Xr = 2r,onde r é arazao da progressao geométrica.
as =a; Xr?=2r?
Logo:
2x2r=2re4r-2r’=0r(4-2r)=0
Sr=0V 4=2r
or=0V r=2
Comor > 1, entdor = 2.
Assim, a, = a; x r""1 =2 x 21 = 2",
Deste modo:
M=256=2"=22n=8

Assim, conclui-se que 256 € o 8.2 termo.

12.
12.1 Opcao (A)
|z| =V324+42=+/25=5

Logo, 5 é o raio da circunferéncia de centro na origem e que passa em A e B.

. ;5
Como o comprimento do arco AB é ?“, tem-se:

5T T
—=uaX5oa=-
6 6

5~ 2T _ T _
Entao, —=o logon = 12.

Seja zz 0 numero complexo cujo afixo € B.
_ & . T AN ~N(V3, 1.\ _
Zg=2zXes= (3+41)(cosE+lseng) = (3+4l)(7+5l) =
=3B ditavBit =

=—2+3V3+i(3+2V3) =
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_3V3-4 | .3+4V3
-2 ti 2
3vV3—4 3+4\/§)

2 72

Assim, as coordenadas de B sdo (

12.2Re(z X w) = % < Re (6ei°‘ X %ei“) =%
& Re (6 X le"("“'o‘)) =1
3 4

PN Re(Zei(Z“)) = %

d .
& Re(2 cos(2a) + 2sen(2a)i) = % 29 AR
o 2cos(2a) = %

< cos(2a) = %

& cos?a — senfa =

@ | =

1
& cos?a — (1 — cos?a) = 5
) 1
o 2cos“aa—1 = 3
9
PN 2cosza=§
9 3
o cosla=—© cosa=+=
16 4
31 3
Comoa € ]n,;[,cosa =-3

, 9 7 -
Assim, sen’a =1 —cos’a =1 — = =1 entdosena =+~

3 7
Comoa e ]n,?n[,sena = —\i——.

. 3
z = 6e'* @ z = 6(cosa + isena) = 6X(—Z) +6X% <——

13. Como os pontos A e B pertencem ao gréafico de f, sendo A o de menor abcissa, entdo A(a, ka?)
e B(b,kb?),coma < b.
Seja C(c, kc?), o ponto desse grafico em que a reta tangente ao gréafico é paralela a reta AB.
Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto C e m; 0 seu declive.
Tem-se que m; = f'(c) e my = myp.
f'(x) = 2kx, logo f'(c) = 2kc.

_f)—f(a) kb*>—ka* k(b*>—-a®) k(b-a)b+a)
AB b—a " b—a  b—-a b—a

m; = f'(c) = 2kc

=k(b+a)
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Assim:

k#0 ,
k(b+a)=2kc§b+a=2c(:)c=¥

Provemos agora que:

i.a<c<b
at+a b+a
a<boata<bt+ase 5 < 5 sa<c
a+b _ b+b

a<b<:)a+b<b+b<:)7<7(:>c<b

ii.c—a=b—-c

b+a b—a

2 T2
b+a b-a

b—c=b- =

Logo, para qualquer valor de k, as abcissas dos trés pontos sdo termos consecutivos de uma

c—a=

progressao aritmética.
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Prova-Modelo de Exame de Matematica A — 12.2 ano — Proposta de resolucao

1. Opcgao (C)
Consideremos dois tipos de casos que se excluem mutuamente: comegar em impar ou comegar
em par.
. . 4
l 4 X
o i P _p_ _P_ Gy +
5 X 1 X 5 X 5 X 5 numero de maneiras
de colocar o impar
que ndo na
posigao inicial
2,4,6,8
+ P i i X ‘c
p - - _P_ _DP_ 2
4 X 5 X 1 X 5 X 5 nimero de maneiras

de escolher 2 posig¢des
das 4 possiveis para
colocar os impares

54X 4C1+4-X53>< 462 -
= 2500 + 3000 =
= 5500

— __ P(AnB) _
2. P(A|B) x P(B) + P(A) — P(B) = POR P(B) + P(A) — P(B) =

=P(BNA)+P(A)—P(B) =
=P(B)—P(ANB)+P(A)—P(B) =
=P(A)—P(ANB) =

=P(ANB) =

=P(AuB)=

=1-P(AUB)

3. Consideremos os acontecimentos:
X:“O aluno é da turma X.”
A: “O aluno prefere como destino o Algarve.”
Sabemos que:
s P(X)=P(Y)=0,5
« P(A) =064
. P(X]A) = % = 0,25

Pretende-se determinar P(A N X).

ASL\ Prova-Modelo de Exame de Matematica A _12.2 Ano Expoente’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



Tem-se que:

P(XNA)
P(4)

& P(XNA) =0,25 X 0,64
s P(XNA) =016

P(X|A) = 0,25 & = 0,25

Assim:

P(AnX)=P(AUX)=1-P(AUX) =

=1-P(A)—P(X)+PANX) =

=1-064-05+0,16 =
= 0,02
P(ANX)=2%

4.

4.1 Para f ser continuaem x = % tera de existir limf (x), isto e,

xX-=
2

1

. f (E) =1In (e‘”(% - 6) =1In(e? - 6) = lirP+f(x)

xX— E
. . sen (x—1
* xll(mi)-f x) = x_l)lEIll)_ (ﬁ —In 6) =
L eled)
B x— (1)_ —Z(x—%)(x—l) Bl
= 1 _sen(xff)x lim _ —1In6 =
LN s

. seny 1
= X ——
yl_%l— y -2(5-1) In6
limite notavel
=1X1—1n6=
=1—1In6

Nt
x= (5
2

()

lim f(x) = lim_f(x) = f(3):

Calculo auxiliar

—2x2+3x-1=0x =

—34./32-4x(=2)x(-1)

S x =

S x =

S x =

2% (=2)
—3+v9-8
-4
-3+1 _-3-1
Vx=—r+
§ Vx=1

1
—2x2+3x—1=—2(x—5)(x—1)

Como 1—1n6 = Ine —In6 = In (5), é diferente de In (¢? — 6), tem-se que

liErll fx) #

(2
% (3)

lim _f(x).
= (3)

. ~ ~ . , 1
Conclui-se, entao, que f ndo ¢ continua em x = -.

4.2 Em E +oo[:
f(x) =2x
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In(e** —6) =2x @ e™* — 6 =e%*

e —eX—-6=0

o ()2 —e*-6=0
Considerando a mudanga de variavel y = e?*:

1i\/(—1)2—4x1><(—6)® 14425
2% 1 Y=72

y'-y-6=0oy=

Assim:
1
e?* =3 V e?* = -2 <:)Zx=ln3<:)x=l3€[l,+oo[
| — 2 2
equacio impossivel
O ponto do grafico em que a ordenada € o dobro da | calculo auxiliar
In3 4ln3
. In3 . (In3 In3 —in(e 2 - n -

abcissa tem coordenadas (an (HT)) = (HT,ln3). f(T) =In (e 7 - 6) =In(e?™ —6) =
=In(e® —6) =
=In(9-6) =
=1In3

5.

5.1 Opcao (D)
O declive da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa —1 é g'(—1). Como a reta é
paralela a reta de equacao y = kx, entdo k = g'(—1).

Em ]—oo, 0[, tem-se que:

, e*—1\"  (e¥—1)'xx—(e¥—1)xx’'
o= (22 - —

x2

_ e¥xx—(e*-1)x1 _
= =z =
_ e¥xx—e*+1

X2
Assim:
e"Ix(-1)—e1+1 _ —e"l-el41

k=g'(-1)= =L = - =1—2e1

5.2 Assintotas verticais
A funcao g é continuaem |-, 0[ e em ]0, + [, logo a reta de equagéo x = 0 é a Unica candidata
a assintota vertical ao grafico de g:

- limg(x) = lim, (xIn G)) =0 x1In (Oé) = 0" x In(+) = 0 X o (indeterminac&o)
i, (x1n(2)) = -

. . s 1
Considerando a mudanca de variavel SV X 0F =y > +oo:
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[
limite notavel

=0

. s e*—1\
lipg@o = lip () =1

limite notavel

O gréfico de g nao tem assintotas verticais.

Assintotas horizontais

i 90 = i (+10(2)) =+ 1n(2)
= 400 X In(0%) =
=400 X (—o) =

= —00

O gréfico de g ndo apresenta assintotas horizontais quando x — +oo.

= =—=—=O

—00 —00 —00

. . e*—1 -1 0-1 -1
« lim g(x) = lim ( ) =
X—>—00 X——00 X

A reta de equacao y = 0 € assintota horizontal ao grafico de g quando x — —oo.

5.3 Em |0, +oo[:

900 =(xn(3)) -

=11’1;—1
g'(x) =
ln(l)—1=0(=)ln(—)=1
elze
X
Sx=- e lE]O,+oo[

ASL\ Prova-Modelo de Exame de Matematica A _12.2 Ano Expoente’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



e
Sinal de ¢’ n.d. + 0 -
1
Variagdo de g n.d. / g (E) ~
Max.

Calculos auxiliares

g@=m(})-1=IEH-1=-1-1=-2<0

g’(i)=ln<%>—1=ln(Ze)—1=ln2+lne—1=ln2+1—1=ln2>0

2e
2e

1 1 1 1 1 1
g(z)=;‘“<g>=;1“(e)=;>‘1=z

. 1 P 1 1 . L. 1
g € crescente em ]0,;[ e é decrescente em ]g' +oo[; - € um maximo (absoluto) para x = -

6. ABC:6x + 2y — 3z = -2 um vetor normal a ABC: (6,2, —3)
CDV:2x+2y+3z=34 um vetor normal a CDV:m(2,2,3)
ADV:6x — 26y + 11z = —142 B(1,-1,2)

6.1 Opcao (B)
Se dois planos sao perpendiculares, entdo os respetivos vetores normais também o sdo. Vamos,
entdo, determinar um vetor, ndo nulo, que seja simultaneamente perpendicular a 7 e a m:

{(a,b,c).(6,2,—3) =0®{6a+2b—30= 0 {6a+2b =3¢
(a,b,0).(2,2,3) =0 2a+2b+3c=0 3c=—2a—-2b

@{6a+2b=—2a—2b@{8a=—4b

1
a=—=b __1
=N 12 @{a— zb
3c=—2(—5b)—2b 3c=b—2b
__1 a=—<=b
(:){a b o f
3c=-b c=—=

(=3b,b,—2b),com b € IR\{0}

b=6-(-3,6-2)

Um plano perpendicular aos planos ABC e CVD é da forma —3x + 6y — 2z + d = 0.

Como B(1,—1,2) pertence ao plano, vem que:

-3-6—-4+d=0sd=13

Logo, um plano perpendicular aos planos ABC e CDV, e que passa em B pode ser definido por:
—3x+6y—2z+13=06x—12y+4z—26=0
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6.2 AD é a intersegao dos planos ABC e ADV.

{ 6x+ 2y —3z=-2 @{ 6x=-2—-2y+3z
6x — 26y + 11z = —142 —2—=2y+3z—-26y+11z=—142

< 3 3 2 S 1—-28y = —14z — 140
{—Zy —26y+3z+ 11z = —140 { y g
1 1(1 1
x=—=—=|zz+5)+-z 11 5,1
PEN 3 3S2 ) 2 (:){x——g—gz—§+gz
y=-z+5
2
x=-2+z
=3 .
y=3z+5

(—2 + %z, 5+ %z,z ) com z € IR é um ponto genérico da reta AD.

11
AD: (x,7,2) = (=2,5,0) + k(§,§,1),k € IR
D é aintersecao da reta AD com o plano CDV.

D(—2+lk,5+lk,k),com k € R
3 2

1 1 2
2(—2+§k>+2(5+§k)+3k=34(:>—4+§k+10+k+3k=34
2 3 9, _
@§k+§k+§k—28
oYy =128
3
k=6
6 6
p(-2+2,5+2,6)
D(0,8,6)
BD=y/(0—-1?+(8+1)2+(6-2)2=v1+81+16 =98

—2
BD =1>4+12 98 =2]? & 49 = [?

Apase = 49 u.a.

7.x2+6x+y?—2y=15x2+6x+9+y> -2y +1=15+9+1
©x+3)2+ @y -1)2=25
Seja C o centro da circunferéncia: C(—3,1)
Seja P(x,y) um ponto genérico da reta tangente a circunferéncia no ponto T
(TTP=0& (-3,-4).(x+6,y+3) =0 —3x—18—4y—12=0
& —4y =3x + 30
3 15

(:)y=—zx—7
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O ponto da reta t que esta mais proximo da origem do referencial € a projegao ortogonal de O
sobre a reta t. Consideremos a reta perpendicular a t e que passa em 0, definida por y = %x.

Determinemos a intersecdo desta reta com a reta t:

4
y =% 3 15 4 _ _
3 3 1 4 (~9x—-90=16x _ (—25x =90
3 15‘:’{4 7 =37 = ={
YETYE T
18
X=—-=
5
< (-l
y="3 5 2
x=-12
5
< 24

~ 18 24
As coordenadas sao (—?, —?).

A[ABCD] — AD+BC x W — 10+2X0P x W

8. Seja P a projecao ortogonal de B sobre [AD]. /\
B C

Calculos auxiliares

O triangulo [AOB] é isésceles:
OA=0B=raio=5
o= 0AB = 0BA

AOB=m—a—a=1-2a

sen (m— 2a) = % < sen 2a) = ? < BP = 5sen (2a)
cos(m — 2a) = O_?P & —cos(2a) = O_?P & OP = —5cos (2a)
Assim:
10+2x0P , 55 _ 10+2x(-5 2
Alapcp) = —ZX X BP = ( ZCOS( ) X 5sen (2a) =
10-10 2
=ﬂx556n(2a) =

2

(5 —5cos (20()) X 5sen (2a) =
= 25sen (2a) — 25 cos (2a) sen (2a) =

= 25sen (2a) — % X 2 sen (2a) cos (2a) =

sen (2x2a)

= 25sen (2a) — 22—5 X sen (4a)
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1

9.f(x) = x=Inx
A(a,f(a)), ou seja, A (a, a_llna )

B(2a,f(2a)), ou seja, B (2‘1' m)

Df=R+

1

1
O declive da reta AB ¢ igual a L8XL@) _ 2ahGa _a-hhe

2a—-a a
[AB] € uma diagonal de um quadrado de lados paralelos aos eixos coordenados se:
1 1 1 _ 1
2a-In(2a) " a-lna — 1 vV 2a-1n(2a) a-lna — _1
a a
isto é:
t
2a-1n(2a) a-lna =1
a
ou seja:
|y ~ aming |
za—ln(za)a a-lna — 1’ pOiS a€ R+.
Utilizando x como variavel independente:
| 1 1
2x—In(2x) x—Inx | _ 1
X
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:
1 1
2x — In(2x) x—Inx
filx) =
X
f2(x) =1
x>0
A
5
/ f,
f
0|0,2214 x

Logo, a = 0,214.

10. Opcao (B)

= (52 = 14
n

limu, = lim (1 +%) =e?

Assim, lim f(x) = a.
x—e?
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(A) J}i_)rglaf(x) = J}i_)rérla(ax) =ae? (falso)

(B) lim f(x) = }}irglalnx =In(e%) = a (verdadeiro)

x—ed

(©) lim,f() = lim, (a+3)=a+= (falso)

x—e?

(D) )}i_glaf(x) = xli_)rgna(alnx) = aln(e%) = a? (falso)

11. a; = 2 e (a,) € uma progressao geométrica crescente, logo, r > 1.
a, , a, , az—2 saotermos consecutivos de uma progressao aritmeética.
aQ—a=03—2—a,©a,—2=a3—2— a,

S 2a, = aj
Por outro lado:
a, = a; Xr = 2r,onde r é arazao da progressao geométrica.
as =a; Xr?=2r?
Logo:
2x2r=2re4r-2r’=0r(4-2r)=0
Sr=0V 4=2r
or=0V r=2
Comor > 1, entdor = 2.
Assim, a, = a; x r""1 =2 x 21 = 2",
Deste modo:
M=256=2"=22n=8

Assim, conclui-se que 256 € o 8.2 termo.

12.
12.1 Opcao (A)
|z| =V324+42=+/25=5

Logo, 5 é o raio da circunferéncia de centro na origem e que passa em A e B.

. ;5
Como o comprimento do arco AB é ?“, tem-se:

5T T
—=uaX5oa=-
6 6

5~ 2T _ T _
Entao, —=o logon = 12.

Seja zz 0 numero complexo cujo afixo € B.
_ & . T AN ~N(V3, 1.\ _
Zg=2zXes= (3+41)(cosE+lseng) = (3+4l)(7+5l) =
=3B ditavBit =

=—2+3V3+i(3+2V3) =
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_3V3-4 | .3+4V3
-2 ti 2
3vV3—4 3+4\/§)

2 72

Assim, as coordenadas de B sdo (

12.2Re(z X w) = % < Re (6ei°‘ X %ei“) =%
& Re (6 X le"("“'o‘)) =1
3 4

PN Re(Zei(Z“)) = %

d .
& Re(2 cos(2a) + 2sen(2a)i) = % 29 AR
o 2cos(2a) = %

< cos(2a) = %

& cos?a — senfa =

@ | =

1
& cos?a — (1 — cos?a) = 5
) 1
o 2cos“aa—1 = 3
9
PN 2cosza=§
9 3
o cosla=—© cosa=+=
16 4
31 3
Comoa € ]n,;[,cosa =-3

, 9 7 -
Assim, sen’a =1 —cos’a =1 — = =1 entdosena =+~

3 7
Comoa e ]n,?n[,sena = —\i——.

. 3
z = 6e'* @ z = 6(cosa + isena) = 6X(—Z) +6X% <——

13. Como os pontos A e B pertencem ao gréafico de f, sendo A o de menor abcissa, entdo A(a, ka?)
e B(b,kb?),coma < b.
Seja C(c, kc?), o ponto desse grafico em que a reta tangente ao gréafico é paralela a reta AB.
Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto C e m; 0 seu declive.
Tem-se que m; = f'(c) e my = myp.
f'(x) = 2kx, logo f'(c) = 2kc.

_f)—f(a) kb*>—ka* k(b*>—-a®) k(b-a)b+a)
AB b—a " b—a  b—-a b—a

m; = f'(c) = 2kc

=k(b+a)
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Assim:

k#0 ,
k(b+a)=2kc§b+a=2c(:)c=¥

Provemos agora que:

i.a<c<b
at+a b+a
a<boata<bt+ase 5 < 5 sa<c
a+b _ b+b

a<b<:)a+b<b+b<:)7<7(:>c<b

ii.c—a=b—-c

b+a b—a

2 T2
b+a b-a

b—c=b- =

Logo, para qualquer valor de k, as abcissas dos trés pontos sdo termos consecutivos de uma

c—a=

progressao aritmética.
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