TESTE N.° 2 — Proposta de resolucéo

Caderno 1
1. Opcao (A)
Sabemos que P(cosq, sena) e que cosa < 0 e que sena < 0.
Pipor) = PQ + QR + RP = 2|senal + QR + QR  (pois RP = QR)
= —2sena + 2QR

Pretendemos determinar QR. Seja Q' a projecao ortogonal de Q sobre o eixo Ox.

Q_R2 = QQ'2 + QTR2 = Q_R2 = |sena|? + (3 — |cosa|)? & Q_R2 = sen’a + (3 + cosa)?
=3 Q_R2 = sen®a + 9 + 6cosa + cos?a
(:)Q_R2=1+9+6cosoc
o Q_R2 = 10 + 6cosa
& QR = V10 + 6cosa
Como QR > 0, entdo QR = /10 + 6cosa.
Assim, o perimetro do triangulo [PQR] é dado por —2sena + 2v/10 + 6cosa.
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Em ]—m, 2nt[\{0, t} as solug¢des sao:

2.3. Pretendemos determinar a solugéo da condicéo f(x) =x A 0<x < g

Recorrendo as capacidades gréficas da calculadora:

y1=f(x) vt
Y2 =X I(a,b)
a~ 0,86
0 g b ~ 0,86

A abcissa do ponto P € com a aproximagéo pedida igual a 0,86.

3. Opcgéo (C)
Seja a a amplitude do angulo AOB:
2mw___ 6T
o 4
8n 4
= Sa= 3
Assim, a area do setor circular é dada por:
32 x%
A= =6

A area da regiao a sombreado € igual a:

®
A[OACB] — Asetor circular =2x A[OCB] —6=

3XBC

=2X 6 =

=3x3tg(%)-6=

Calculo auxiliar
0 C

(1) Os triangulos [0CB] e [0AC] sé@o geometricamente iguais, pois sédo ambos triangulos retangulos com a mesma

hipotenusa e com um dos catetos iguais.
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4.1. AB é perpendicular a BC, pois [ABC] é um triangulo retangulo em B (por se tratar de um

triangulo inscrito numa semicircunferéncia de didametro [AC]).

AB é perpendicular a CD, pois [CD] é uma geratriz do cilindro de revolucéo e [AB] é uma corda
de uma base do cilindro. Assim, AB é um vetor normal ao plano BCD.

AB =(1+v2,1,1) — (1L,V2,V2) = (V2,1 —V2,1 —V2)

Logo, o plano BCD pode ser definido por:

\/f(x—l—\/E)+(1—\/§)(y—1)+(1—\/§)(z—1) =0
eV2x—V2-2+y-1-V2y+V2+z—-1-V2z+V2=0
oV2x+(1-V2)y+(1-v2)z—4+V2=0

4.2. Comecemos por definir a reta perpendicular ao plano ABC que passa por B:
(x,y,2) =(1+v2,1,1) +k(0,1,-1),k € R
Assim, um ponto genérico da reta referida é:
(1+V2,1+k1-k) comkeR
Determinemos a interse¢éo desta reta com o plano suporte da outra base do cilindro:
1+k-A-k)+6=022k=—6<k=-3
I(1++/2,—2,4) é o ponto de intersecdo da reta com o plano suporte da outra base do cilindro.

Logo, a altura do cilindro é igual a BI:

B_=J(1+ﬁ—1—ﬁ)2+(—2—1)2+(4—1)2=W=x/ﬁ=3x/§

n+6 n+4+2 2
5.u,=—= =1+—
n+4 n+4 n+4

Porum lado: vn e N,n > 1

n+4>=5

n+s = 5

2

n+4 = 5
2

—<
+n+4_
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<
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Por outro lado: vn € N,L >0
n+4

1+—>1

n+4 —

Logo, 1 <u, <-, Vn €N, isto &, (u,) é limitada.

Ul
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Caderno 2

6. Opcéo (C)
Sejam m,. e m 0s declives, respetivamente, das retas r e s.
a—2
m, = s
s:ay+a2x—1=O<:>y:—a—2x+l<:>y: —ax+l
a a a
ms = —a

As retas r e s sdo perpendiculares se e so se:

a—2
m,Xmg=-1& — X(—a)=-1
Sa—2=-1
Sa=1

7. Sejam uq, u, € u; 0s trés primeiros termos da progressao geométrica referida.
Entéo:
U U
U Up
Como u; = 2, vem que - = Z—z e, consequentemente, (u,)? = 2us.
Sabemos também que u, e u; Séo o terceiro e o décimo terceiro termos, respetivamente, de uma
progressao aritmética. Seja r a razdo dessa progresséao aritmética.
Tem-se que:
u, = 2+ 2r (terceiro termo da progressao aritmética)
u; = 2+ 12r (décimo terceiro termo da progressao aritmética)
Entdo, como:
(uz)? = 2uz
vem que:
2+2r)2 =22+ 12r) © 4+ 8r+4r2 =4+ 24r
S 4r?2—16r =0
©4r(r—4)=0
Sr=0Vr=4
Logo, u, =2+ 2 x4 =10.
u 10
w2
Concluimos que u,, = 2 x 5™ ! é o termo geral da progressdo geométricae v, =2+ 4(n—1) éo

termo geral da progresséo aritmética.
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8. Opcéao (D)
Df={xeR:-1<-x+1=<1}=10,2]
-1<x+1<1-2<—x<0

S0<x<?2

Vx €[0,2],0 < arccos(—x+ 1) <m
Vx €[0,2],mt < f(x) <2m

Assim, D'; = [m, 2m].

9.P(n):b, <4
9.1. (i) P(1) é verdadeira
b, < 4 © 3 < 4, o que é verdade.
(i) vn € N,P(n) = P(n + 1) é verdadeira
P(n):b, < 4 (hipbtese de inducéo)
P(n+1):b,,q <4 (tese de inducio)

4+by,

b,<4e4+bh, <8¢ >

<4 b 1<4

Por (i) e (ii), pelo principio de inducdo matematica, provdmos que vn € N, b, <4 é uma
proposicao verdadeira.

_ 4+b,

bn
9.2. by — by = =

—by=2-2

Pela alinea anterior, provdmos que vn € N, b,, < 4, logo:
vneN,—-b, > —4

Como vn € N, b,;; — b, > 0, concluimos que (b,,) é crescente.

10. Opcéo (C)

n?+n+1 _ n%4n+1 _ n?+n+l _ 2n?42n+2

C,, = = = =
n 7 14244n _1:"><n n?+n nZ+n
2
2 2. 2 2 2
. . 2n?42n+2 ., M (2+5+n—z) L2t to7 2
limc, = lim———— = lim——-"#&~= =lim T =-=2
nZ+n n2(1+3) 1+ 1
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