TESTE N.2 4 — Proposta de resolucao

Caderno 1

1. Opciao (C)
cos(Z(x + n)) = cos(2x + 2m) = cos(2x),Vx € R
Note-se que nenhuma das outras fungbes definidas nas restantes opg¢des admite periodo m:
sen (x + m) = —senx,Vx €ER

1 _ X T _Sen(£+E)_ COS(E) _ 1 . _m
tg (E(x+n)) =tg (5+5) = cos(§+§) = —senz’z—‘)_ —tg(,z_c),‘v’xe ]R\{x.x =S tkm, k€ Z}

A fungéo definida por x + arcsen x ndo é periédica, pois 0 seu dominio € um conjunto limitado.

2.
2.1. Sabe-se que:
A(2cosa, 2sena), com 2cosa < 0 e 2sena > 0
B(2cosa, —2sena)
A area a sombreado é igual a soma da area do tridngulo [0AB] com a area do setor circular de
amplitude o — g
A AB x |abcissade A|  4sena x (—2cosa)
[0AB] = 2 = 2 =
= —4senacosa
amplitude area
T
Asetor circular = (O( - E) X2=2a-m 2m 4m
M
Logo: o= X
f(a) = 2a — ™ — 4senacosa, COMO se queria demonstrar.
2.2. Recorrendo as capacidades graficas da calculadora € a uma janela de visualizagcao adequada,
obtém-se:
i
Y1 = 200 — Tt — 4senacosa, 3 <a<T
yA
Seja P(a, b) o ponto de ordenada maxima.
oa= 2,618
0 xt
3. Opcao (D)
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4.
4.1. Sabe-se que 71,(3,—1,2) é um vetor normal ao plano a.
Procura-se um vetor (a, b, ¢) tal que:
(a,b,c).(3,—1,2) =0, isto é:
3a—b+2c=0&3a+2c=0b
Assim,sea=1ec=1,entdo b = 5.
O vetor de coordenadas (1,5,1) € um vetor perpendicular ao vetor 7,. Assim, um plano
perpendicular a a que contém o ponto A pode ser definido por:
1x+1)+5(y-0)+1z—-2)=0x+1+5y+2z—-2=0
©x+5+z—-1=0

4.2. Considere-se a reta perpendicular ao plano a que contém o ponto A e uma sua equagao vetorial:
(,y,2z) =(-1,02) +k(3,-1,2),kER
Entdo, (—1 + 3k, —k,2 + 2k),com k € R sao as coordenadas de um ponto genérico dessa reta.
Determine-se as coordenadas do ponto T, ponto de intersecéo dessa reta com o plano a:
3(-14+3k)—(-k)+2Q2+2k)=4 -3+9% +k+4+4k=4

o 14k =3
Sk = 3
14
9 3 6 . , 5 3 34
Logo, T (~1+2,—2,2+ %) isto &, T (==, 2 %),

5 3 34\ . 7 o s
T (— Vi ﬁ,ﬁ) € o ponto onde a superficie esférica é tangente ao plano «.

Logo:

=T = (-5+1) + (-2) + @-2) -

81 , 9 , 9 _

196 196 49

9

14

Assim, (x + 1)? +y? + (z — 2)? = % ¢é a equacéao reduzida da superficie esférica pedida.

5. Opcao (B)
3n+2 | n+4 Uy =3+
n+4
—3n-12 3
—10
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Por um lado:
n=>1,vneN
n+4>=>5vneN

£<2, vneN

n+4 =

2<-= vneN
n+4
~10
1<34+——,vneN
n+ 4

10 . 10
Por outro lado, 3 —— < 3,vn € N, pois — > 0,Vn € N.
n+4 n+4
Provou-se assimque 1 < u, < 3,vn € N.
Concluimos que 1 é o minimo do conjunto de termos da sucessao (u,), 3 ndo é maximo do

conjunto de termos da sucessao (u,), pois 3 ndo é termo da sucessao e o conjunto de termos da

sucessao (u,) é minorado e majorado.

6. (v,) € uma progressao aritmética de razéo 5.
Entdo, v, = vy, + (n — 10) X 5, isto é:
v, =5+4+5n-50© v, =5n—-45
Assim, v; =5 — 45 = —40 e tem-se que:

v+, —40 + 5n —45
xn=1085©f><n=1085

< (—85+5n) xn =2170
& 5n2-85n—-2170=0
on?—-17n—-434=0

17+,/172—4x(—434)
2

en=

on=-14 v n=31

Comon € N, entdo n = 31.

Caderno 2
7. Opcao (B)

Sabe-se que m, = tg150° = —‘? e m; = tga.

Sabe-se, também, que:

_¥3 , -8B V3
3 =_Z 3 — = —
o " . tga & tga = =
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9.

1

2, — .

1+tgea= o logo:

3 1 7 1
1+ 4 cosZa < 2~ costa

2 4
& COoS (X=;

2

sen?a = 1 — cos?a, logo:

4 3
sen®a =1 —-e senz(x:;

. Opcéo (C)

Como a e B sao paralelos, entao os vetores normais a a €  sao colineares.
Comece-se por determinar um vetor normal a a.
Seja 714(a, b, c) é um vetor normal a a:

{ (a,b,c).(2,1,2) =0 PN {Za +b+2c=0
(a,b,c).(—1,0,1) =0 —a+c=0
< { a=c

®{2c+b+2c=0
a=c

o {b a=:—ﬁclc

Os vetores de coordenadas do tipo (¢, —4c, ¢), com ¢ € R s&0 normais ao plano a.

Se ¢ = 1, por exemplo, 7i(1, —4,1).

Assim, o plano definido por x — 4y + z = 2 é (estritamente) paralelo a a ou coincidente.

Vamos averiguar se o ponto de coordenadas (1,1, —1) pertence ao plano definido por x — 4y + z = 2:
1-4—-1=2¢& —4 =2, que é uma proposi¢ao falsa, logo o ponto de coordenadas (1,1, —1) nao
pertence ao plano definido por x — 4y + z = 2.

O plano B pode ser definido por esta condigéao.

Nas restantes opcoes as equagdes apresentadas definem planos néo paralelos a a.

9.1. Cg = AOA1 + A1A2 + A2A3 =

y

VT [+ () + O+ (0 =

2 4
_ s S5 _
_v§+\/;+J;_
_ V5 V5 _
—\/§+7+T—

_ 7S

4

A
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9.2. Seja (a,) a sucessao cujos termos sdo os comprimentos AyA;, A14,, A, A, ..., Ap_14,, -

an = Ap_144

NE

) V5.,
a1=\/§,a2=7,a3=

y men

. ~ - . . . ~ 1
(a,,) é uma progressdo geométrica de primeiro termo igual a V5 e razao >

Assim, C,, representa a soma de n termos de uma progressao geométrica:

1
1=3
s
=2/5(1-2"") =
=2V5-y5x 2"

9.3.lim C, = lim(2v5 — V5 x 217") =

=lim (25 - 222 =

=245 — ‘f:z =
=24/5—-0=
=21/5
10.
10.1. P(n):a, = 1_23n

(i) P(1) é verdadeira:
2

a,=— -1 =_iz<:> —1 = -1, o que é verdade.

1-3
(ii)) vn € N,P(n) = P(n + 1) é verdadeira:

P(n):a, = % (hipbtese de inducao)

-3n

2 . ~
P(n+1):a,41 = ——— (tese de indugéo
( ) n+1 1—3(n+1)( Q )
2
a _ _2an — X5
n+l = 5 3q, - 2-3x——
hipétese de inducio 1-3n
4 4
— _1-3n _ _1-3n _ _
T ,__6_ T 7%~
1-3n 1-3n
4 2
—4—-6n —-2-3n
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_ 2
T 1-3(n+1)

Por (i) e (ii), pelo principio de indugdo matematica, provou-se que Vn € N, a,, = ﬁ € uma

proposicao verdadeira.

. Vn—VAn-1\ _ .. 2 Vn—van-1\ _
10.2. lim (an X T) = lim (1_3n X 5 ) =
. Vn-Van-1
=lim ——— =
1-3n
— lim n—(4n-1) _
(1-3n)(Vn+V4n-1)
-3n+1

=1

m (1-3n)(Vn+V4n-1) =
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