
 

                 Teste N.º 3 de Matemática A_11.º Ano                                      Expoente
11  |    Daniela Raposo e Luzia Gomes                       

     

TESTE N.º 3 – Proposta de resolução 
 

 

Caderno 1 

1. Opção (A) 

Sabemos que ��cosα, senα
, cosα � 0 e senα  0, pois � está no segundo quadrante. 

Então, a base do triângulo ����� é igual a 2senα e a altura é igual a 1 � ��cosα
 � 1 � cosα. 
Logo, a área do triângulo ����� é igual a: 

2senα � �1 � cosα

2 � senα � senαcosα 

       

2. 

2.1. �� � sen�	� � sen	�  
       �� � 1 � cos� � 
       Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, obtemos: 

 

    As soluções inteiras da inequação ���
  ���
 são 1 e 2.  
 

2.2. |sen�	� � sen	� � 1 � cos� �| � 1 ⇔ |sen�	� � sen	� � 1 � 1 � sen� �| � 1 
                                                           ⇔ |2sen�	� � sen	� � 2| � 1 
                                                           ⇔ 2sen�	� � sen	� � 2 � 1		 ∨ 		2sen�	� � sen	� � 2 � �1 
                                                           ⇔ 2sen�	� � sen	� � 3 � 0		 ∨ 		2sen�	� � sen	� � 1 � # 

                                                           ⇔ sen	� � $�%&�$'����$(
' 		∨ sen	� � $�%&�$'����$�
' 		 

                                                         ⇔ sen	� � � (�)**+**,
-..		012344í6-7

		∨ 	sen	� � 1		 ∨ 		sen	� � �1	 ∨ 	sen	� � ��	 

                                                   ⇔ � � 8� � 29π	 ∨ � �
(8
� � 29π	 ∨ � �

8
; � 29π	 ∨ � �

<8
; � 29π, 9 ∈ 	>				 

Em ��π, 2π�: � � � 8� , � �
8
; , � �

8
� , � �

<8
; 		e	� �

(8
�  

Os pares de pontos � e � destes gráficos que gozam desta propriedade são: 

• �� ?� 8� , 0@ e �� ?� 8� , 1@ 

A��B, C
 

A��D, E
 

B F 0,90     C F 1,39 
 

D F 2,25     E F 1,39 
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• �� ?8; , ('@ e �� ?8; , I'@ 
• �( ?8� , 2@ e �( ?8� , 1@ 
• �' ?<8; , ('@ e �' ?<8; , I'@ 
• �< ?(8� , 0@ e �< ?(8� , 1@ 

 

3. Opção (B) 

 JK = 2 (declive da reta L) 
    tgα = 2, logo α ≈ 1,107	rad (inclinação da reta L) 
    Logo, a área do setor circular á dada por: 

    2π___________________2π 
    1,107________________� 
    � ≈ 1,107 
 

 4.  

4.1. O plano TUV é paralelo ao plano WXY (o vetor de coordenadas (6, 2, −3) é perpendicular aos 

dois planos) e contém o ponto T, logo pode ser definido pela condição: 

           	6�� + 2
 + 2�� − 4
 − 3�\ − 7
 = 0, isto é: 

            6� + 12 + 2� − 8 − 3\ + 21 = 0 ⇔ 6� + 2� − 3\ + 25 = 0 
 

4.2. Comecemos por definir a reta TW, perpendicular ao plano WXY: ��, �, \
 = �−2,4,7
 + 9�6,2, −3
, 9 ∈ ℝ 

       Então: 

       �−2 + 69, 4 + 29, 7 − 39
,	 com 9 ∈ ℝ é um ponto genérico da reta TW. 

       Determinemos as coordenadas de W, ponto de interseção da reta TW com o plano WXY: 

       6�−2 + 69
 + 2�4 + 29
 − 3�7 − 39
 − 24 = 0 ⇔ −12 + 369 + 8 + 49 − 21 + 99 − 24 = 0 
                                                                                ⇔ 499 = 49 
                                                                                ⇔ 9 = 1 

Logo, W�−2 + 6,4 + 2,7 − 3
, isto é, W�4,6,4
. 
É possível, então, determinar o valor da aresta do cubo: 

 E�W, T
 = &�4 + 2
� + �6 − 4
� + �4 − 7
� = √36 + 4 + 9 = √49 = 7 
 Logo, o volume do cubo é igual a 7( = 343 unidades de volume. 
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4.3. Determinemos uma condição que defina o plano WXU. Como UV`̀`̀ à é um vetor perpendicular ao 

plano WXU e T�−2,4,7
 pertence ao plano, então pode ser definido por: −2�� + 2
 − 3�� − 4
 − 6�\ − 7
 = 0 
 ou seja: −2� − 4 − 3� + 12 − 6\ + 42 = 0 ⇔ −2� − 3� − 6\ + 50 = 0 
 Sabemos que � admite coordenadas (0,0, D), D ∈ ℝ e pertence ao plano WXU, logo: 

 −2 × 0 − 3 × 0 − 6D + 50 = 0 ⇔ D = <b; ⇔ D = �<(  

 � ?0,0, �<( @ 
 Sabemos, também, que � admite coordenadas (B, 0,0), B ∈ ℝ e pertence ao plano WXY, logo: 

 3B + 0 − (� × 0 − 12 = 0 ⇔ 3B = 12 ⇔ B = 4 
 ��4,0,0
 
 Assim: 

       �� = c4� + 0� + ?− �<( @ = 

             = c16 + ;�<d = 

            = cI;dd = 

           = √I;d(  

 

5. Por um lado: 

    senα − cosα = �( ⇒ �senα − cosα
� = �d 
                         ⇔	sen�α − 2senαcosα + cos�α = �d 
                        ⇔	1 − 2senαcosα = �d 																																			⇔	−2senαcosα = − fd 																																		⇔	senαcosα = 'd 
																																		⇔	gsenα − cosα = �(senαcosα = 'd 	⇔	g

senα = �( + cosα?�(+ cosα@ cosα = 'd 
																																	⇔	h __________________�( cosα + cos�α = 'd	⇔	i ___________________9cos�α + 3cosα − 4 = 0 
																																	⇔	j __________________cosα = $(±&d$'×d×�$'
�f 	⇔	j___________________cosα = − �;− √�I; 			∨	j

___________________cosα = − �;+ √�I; 	
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 Como α é agudo, cosα = − �; + √�I;  e, então, senα = �; + √�I; . 

 Por outro lado: 

    tg�α − �klmn = 4-omnp34mn − p34mn4-omn = 

                     = 4-oqn$p34qn(p34n4-on)m = 
                          = r4-omnsp34mntr4-omn$p34mnt

(p34n4-on)m = 
                         = (4-on$p34n)(4-onsp34n)

(p34n4-on)m  
 Substituindo pelos valores acima, obtemos: 

                   = uv×wuxs√uyx $uxs√uyx z
?q{@m = 

                   = uv×√uyvux|u
= 

                  = √�I×f��;×d = 

                  = d√�I�;  

 

 Outro processo 

 senα − cosα = �( ⇔ senα = �( + cosα 

 Sabemos que sen�α + cos�α = 1. Então: 

 ?�( + cosα@� + cos�α = 1 ⇔ �d + �( cosα + cos�α + cos�α = 1 

                                                      ⇔ 2cos�α + �( cosα − fd = 0 
                                                      ⇔ 18cos�α + 6cosα − 8 = 0 
                                                      ⇔ cosα = $;±&(;$'×�f×($f)

(;  

                                                      ⇔ cosα = − �; − √�I;    ∨  cosα = − �; + √�I;     
 Como α é agudo, cosα = − �; + √�I; . 

 cos�α = ?− �; + √�I; @� = 

              = �(; − √�I�f + �I(; = 

              = �� − √�I�f  

 Sabemos que 1 + tg�α = �p34mn, logo: 
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 tg�α = �
um$√uyu|

− 1 = ums√uyu|uq$ uyvmq
− 1 = 

           = ums√uyu|ux|u
− 1 = f��; × ?�� + √�I�f @ − 1 = 

          = f�(� + d√�I(� − (�(� = 'dsd√�I(�  

  

 
�klmn = (�'dsd√�I = (�('d$d√�I)�b�' = 'd$d√�I(�  

 

 tg�α − �klmn = 'dsd√�I(� − 'd$d√�I(� = �f√�I(� = d√�I�;  

 

Caderno 2 

6. Opção (D) 

     tg warccos	 ?− ��@z − sen warcsen	 ?− �(@z = tg ?�8( @ − ?− �(@ = 

                                                            = −√3+ �( 
 

7. L: � + 2� = 5 � + 2� = 5 ⇔ � = −2� + 5, logo o declive da reta L é igual a −2 (JK = −2) e La�1,−2
 é um seu 

vetor diretor. ~: � − 2� − 9 = 0 � − 2� − 9 = 0 ⇔ � = 2� + 9, logo o declive da reta ~ é igual a 2 (J� = −2) e ~a�1,2
 é um seu vetor 

diretor. 

Seja U�B, C
 o centro da circunferência. Sabemos que WU`̀`̀ à. La = 0 e XU`̀`̀ à. ~a = 0. Então: 

j�B − 1, C − 3
. �1, −2
 = 0�B + 3, C − 3
. �1,2
 = 0 ⇔ hB − 1 − 2C + 6 = 0B + 3 + 2C − 6 = 0 
                                          ⇔ h B = 2C − 5	2C − 5 + 2C = 3 
                                          ⇔ hB = 2C − 5	4C = 8  

                                         ⇔ hB = −1	C = 2  

     Assim, U�−1,2
. 
     Seja L o raio da circunferência. 

     L = E�W, U
 = &�−1 − 1
� + �2 − 3
� = √4 + 1 = √5 
    Logo, o valor do perímetro da circunferência é igual a 2π × √5 = 2√5π. 
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8. Opção (C) 

    (B�) é uma sucessão limitada, isto é, existe um número real positivo � tal que ∀� ∈ ℕ, |B�| ≤ �. 

 

9.  

   9.1. �(�): C� < 3 

(i) �(1) é verdadeira 

    C� < 3 ⇔ 2 < 3, o que é verdade. 
 

(ii) ∀� ∈ ℕ, �(�) ⇒ �(� + 1) é verdadeira 

     �(�): C� < 3 (hipótese de indução) 

     �(� + 1): C�s� < 3 (tese de indução) 

    C� < 3 ⇔ C� + 3 < 6  

               ⇔ (s��� < 3 

              ⇔ C�s� < 3 

Por (i) e (ii), pelo princípio de indução matemática, provámos que ∀� ∈ ℕ, C� < 3 é uma 

proposição verdadeira. 
 

9.2. C�s� − C� = (s��� − C� = (s��$���� = ($���  

     Pela alínea anterior, provámos que ∀� ∈ ℕ, C� < 3, logo: 

∀� ∈ ℕ, −C� > −3 ⇔ ∀� ∈ ℕ, 3−C� > 0 

                                    ⇔ ∀� ∈ ℕ, ($��� > 0 

     Logo, (C�) é crescente. 

 

10. Opção (B) 

 D� = ∑ ��m = 0 + ��m + ��m + ⋯ + ��m =���b  

                           = ��m + ��m + ⋯ + ��m = 

                           = ��m
�
� 1 + 2 + ⋯ + �)***+***,431�	�34	�	2�01-0�34	k-�134	�-	�1�	2�3l�-44ã3	��0k1ék0p��

� = 

                           = ��m × ?�s�� × �@ = 

                           = �ms���m = 

                           = �s���  

       limD� = lim �s��� = ��                                                        


