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Prova-Modelo de Exame
Matematica A
Duracédo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos.
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N Turma:

A prova inclui 11 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificacdo final. Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a
classificacéo final os 4 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacéo.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que néo seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréfica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulério.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de
respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificacBes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacdo, apresente sempre

o valor exato.
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Formulario

Geometria Regras de derivacéo

Comprimento de um arco de circunferéncia w+v) =u+ v

ar (o —amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio) (uv)' = u'v+ uwv'

Area de um poligono regular: Semiperimetro X Apétema (E)’ _uv—w
v v?

Area de um setor circular:
W) = nu™u' (n € R)
2
€ (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
2 (senu)’ = u'cosu

Area lateral de um cone: r r — raio da base; g — geratriz
g ( g-s ) (cosu)' = —u'senu

Area de uma superficie esférica: 4mr? (r — raio) o
(tgw)' =

A 1 cos?u
Volume de uma pirdmide: 5 X Areadabase X Altura

e")Y =u'e"
Volume de um cone: % x Area da base X Altura
(@) = u'a*Ina (a € R*\{1})

Volume de uma esfera: g nr® (r - raio) o
(Inu) = —
u

!

u
1 +
Progressdes (logaw)' = ——— (a € R"\{1})

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,):

~ . o + . . , .
Progresséo aritmética: ”12—“" Xn Limites notaveis

1-r"

. 1\"
Progress&o geométrica: u; x — lim (1 +;) =e (neN)

. senx
. . im =1
Trigonometria x*-0 X
e*—1
sen(a + b) = sena cosb +senb cosa lim =1
x—0 X
cos(a+ b) =cosa cosb —sena senb In x
lim — =20
x—+o0 X
ex
lim — = 4o € R
Complexos Jim o (» )

(peie)” = pn ein®

.0+2km

Vpe® =’{/§el n (k € {0,..,n—1}eneN)
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1. Na figura estd representado, em referencial o.n. Oxyz, o prisma
quadrangular regular [ABCDEFGH].
Sabe-se que:
e 0 plano ABC é definido por 2x + 3y + 6z — 31 = 0;

e as coordenadas do ponto H sao (9,3,17).

1.1. A superficie esférica de centro H e tangente ao plano x0z
pode ser definida por:
(A) (x—92+ @y —-3)2+(z—-17)*=3
B)(x—9?%+ (W —-3)2+(z—-17)2=9
C)x—92+ @y -3)2+(E-17)?%*=17
D) (x—9?%+ (¥ —3)2+(z—17)2 =81

1.2. Determine a altura do prisma relativamente a base [ABCD].

2. No inicio deste ano foi realizado um estudo de mercado acerca dos habitos de consumo das
familias portuguesas, durante o ano de 2020, no que diz respeito ao uso regular de plataformas
online para a realizagcdo das suas compras. Para tal, realizou-se um inquérito a pessoa do
agregado familiar que habitualmente faz as compras de bens alimentares para a familia, e
concluiu-se que:

e 40% dos responsaveis pelas compras tém idade inferior a 45 anos;

e em cada 9 responsaveis pelas compras, com idade ndo inferior a 45 anos, apenas 2 usam
plataformas de compras online regularmente;

e 10% dos responsaveis pelas compras ndo usam regularmente plataformas online e tém idade
inferior a 45 anos.

O Joao participou neste estudo e faz habitualmente as compras de casa usando plataformas

online. Qual é a probabilidade de o Jodo ter uma idade inferior a 45 anos?

Apresente o resultado na forma de fragéo irredutivel.

2n
3. Considere a sucessao (u,) de termo geral u,, = (1 + %) e a funcdo f, de dominio R*, definida

por f(x) =logx. A que é igual lim f (u,)?

In10 2 e? 10

OFs ®) © 5 ® %
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% 4. Considere uma progresséao aritmética (a, ) € uma progressao geométrica (b,,), das quais se sabe
gue tém a mesma razdo e 0 mesmo primeiro termo.
Sabe-se ainda que a soma dos primeiros cinquenta termos de (a,) € 662,5e que a soma dos
cinquenta termos seguintes € 1912,5.
Seja S, a soma dos n primeiros termos da progressao geométrica (b,,).

Calcule lim S,,.

5. Considere todos os nimeros naturais de sete algarismos que se podem escrever utilizando dois
algarismos 5, um algarismo 6, trés algarismos 8 e um algarismo 0.
Escolhendo um desses nimeros ao acaso, determine a probabilidade de o niumero escolhido ser
multiplo de 5 e menor do que oito milhdes.

Apresente o resultado na forma de fracao irredutivel.

>

% 6. Na figura estdo representadas, num referencial o.n. Oxy, a 4
circunferéncia de centro C e de didmetro [AB] e a reta r que

contém o ponto E e é tangente a circunferéncia no ponto A.

Sabe-se ainda que: c D
E
e as coordenadas dos pontos A e B séo, respetivamente, (3,—1) /

e(-1,4);

Q

e a area do setor circular, representado a sombreado na figura,

41T

48 " r

Qual é o valor exato do produto escalar CB - (CD + AE)?

() 25 (B) 22 ©-% oL

7. Seja f afuncéo, de dominio R, definida por f(x) = cos x + senx.
Seja g a funcéo, de dominio R, definida por g(x) = x2.
Sem recorrer a calculadora, prove que existe pelo menos um ¢ € ]Og[ tal que a reta tangente ao

gréfico de f em ¢ é paralela a reta tangente ao grafico de g em c.
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8. Seja h a funcdo, de dominio R, definida por h(x) = e%

—2x —2a
—ae
—=0.

Sabe-se que existe um a € R tal que lim =

x-a xX—a

Qual é a equacdao reduzida da reta tangente ao grafico de h em x = a?

(A) y=e
(B) y=2e
©) y==
© y=5

N

e

9. Resolva, em R, sem recorrer a calculadora, a equacdo In(e?* + 4) = x + In(4).

10. Seja g a funcdo, de dominio R, definida por:

(cos(g—x)
W se x<0
g(x) = E se x=0
2
1
k§+xln(x) se x>0

Resolva os itens seguintes, sem recorrer a calculadora.

* 10.1. AverigUe se a fungéo g € continua em x = 0.

* 10.2. Estude a fungdo g quanto a monotonia, em ]0, +[, e determine, caso exista(m), o(s)
extremo(s) relativo(s).

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

11. Seja C o conjunto dos numeros complexos.
Considere, em C, a equacéo z? = —z.
Sabe-se que, no plano complexo, os afixos dos nimeros complexos que sédo solucdes desta
equagado sao os veértices de um poligono.

Determine a area desse poligono.
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12. Seja C o conjunto dos numeros complexos.

Seja z um nGmero complexo tal que |z + i|? + |z — i|? < 20.

Mostre que o afixo de z pertence ao circulo de centro na origem do referencial e raio igual a 3.

13. Considere as fungbes f e g definidas, em R, respetivamente, por f(x) = senx—%sen(Zx) e

g(x) = 2senx.

* 131

* 13.2.

14. Seja h a funcao, de dominio R™, definida por h(x) =

Na figura esté representada, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia trigonométrica.

Sabe-se que: A

e 0 ponto A esta no segundo quadrante e
pertence a circunferéncia;

e 0 ponto D tem coordenadas (1, 0);

e 0 ponto E tem coordenadas (—1, 0);

v

e 0 ponto C pertence ao primeiro quadrante e tem

abcissa igual a do ponto D;

e 0 ponto B pertence ao eixo Oy e é tal que o

segmento de reta [AB] é paralelo ao eixo Ox;

e 0s angulos DOC e AOE sao geometricamente iguais e cada um deles tem

amplitude «a (a € EED
A area do triangulo [ABC], representado a sombreado na figura, pode ser dada em
fungéo de a por:

(A) f(@) (B) 2 f(a) ) L@ D) £

2 4

Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, determine as abcissas dos

pontos de interse¢éo dos gréficos das funcdes f e g.

In(—x)—-x+e*

Estude, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, a funcdo h quanto a existéncia de

assintotas verticais e horizontais ao seu grafico e, caso exista(m), escreva a(s) sua(s)

equacao(oes).

Voo
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*

15. Seja a um ndmero real pertencente ao intervalo 0, 2].

y

Considere as fungdes f e g, definidas em R, por f(x) = e%? +x+ 1 e g(x) =In(a)x + a.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, o(s) valor(es) de a, para o(s)

qual(is) os graficos das fungdes f e g se intersetam num unico ponto.

Na sua resposta:

e apresente uma equacédo que lhe permita resolver o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da funcéo(des) visualizado(s) na calculadora que
Ihe permite(m) resolver a equacéo;

e apresente o(s) valor(es) de a com arredondamento as centésimas.

FIM

COTACOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 11 itens
da prova contribuem 1.1. 1.2. 3. 4. 6. 8. 101. | 10.2. | 13.1. | 13.2 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificacdo final.

Cotacéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144

Destes 7 itens, contribuem
para a classificacdo final da

i . 2. 5. 7. 9. 1. 12. 14. Subtotal
prova os 4 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacéo.
Cotacdo (em pontos) 4 x 14 pontos 56
TOTAL 200

AA
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Prova-Modelo de Exame de Mateméatica A — 12.° ano — Proposta de resolucéo

1.1.

1.2.

Opcao (B)

A superficie esférica de centro em H e tangente ao plano x0z tem raio igual a ordenada de

H, ou seja, 3.

Assim, a superficie esférica de centro em H e tangente ao plano x0z pode ser definida por:
(x—9)2+ (W —-3)2+(z-17)*=9

A altura do prisma relativamente a base [ABCD] pode ser dada pela distancia entre D e H.
Determinemos as coordenadas do ponto D.
D é a intersec¢éo da reta DH com o plano ABC.
DH:(x,y,z) = (9,3,17) + k(2,3,6),k € IR
(9 + 2k,3 + 3k,17 + 6k), com k € IR, sdo as coordenadas de um ponto genérico da reta DH.
Substituindo na equacao cartesiana do plano ABC, tem-se:
2(9 4 2k) +3(3+4+3k)+6(17+6k)—31=0

< 18+4k+94+9k+102+36k—31=0

& 49k = —98

Sk=-2
k=-2 > (942x(=2),3+3x%x(=2),17+6 x (=2))
Logo, D = (5,-3,5).

h=d(D,H)=/(9-52+B+3)2+(17-5)2 =
=16 + 36 + 144 =
=+/196 =
=14

Assim, a altura do prisma relativamente a base [ABCD] é 14 unidades de comprimento.

2. Consideremos os acontecimentos:

y

e P(O|T)=2%

e P(ONI)=01=—

I: “Ter idade inferior a 45 anos.”
0: “Fazer compras online.”

Pelos dados do enunciado, sabe-se que:

« P(N=04==

2
9

1
10

Pretende-se determinar o valor de P(I]0).

AA
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Assim:

I T Caélculos auxiliares
- 2 p(ONT) 2 - 2.3
3 2 13 POl =5 G- =5oP(0n])=5x;
0 1in P an —
10 15 30 e Ponl) = %
n 1 7 17 2 1 3
0 E E % .P(On[)zg—ﬁzﬁ
3 2 13
z 3 1 *PO)=5+5=5%
5 5
PUINO) - 90 9
= =10 — _— —
Logo, P(1]0) = P(O) =130 13
3. Opcéo (B)
Tem-se que:
2n

1
lim(u,) = lim (1 + T_l)

=nm((l+g)”)2

lim (1 + %)n

2

limite notavel

Assim;

lim f(u,) = xh_)neqz log(x) = log(e

2) = 2loge =

— 2% Ine _
In10

1
=2X—=
In10

2

~ In10

4. Sabemos que (a,) € uma progressao aritmética, que a; + a, + -+ asg = 662,5 e que

asq + as) + -+ A100 = 1912,5

Assim, tem-se que:

a;+a
———0x 50 = 662,5
[—4
as;+a {
%x50=1912,5
(=4
AA

aq + Agg = 26,5
a51 + a100 = 76,5

2a1 + 49r = 26,5

{Zal +149r =765

{100r=50©

=

Prova-Modelo de Exame de Matemética A_12.° Ano

a, + (aq +49r) = 26,5
(a; +50r) + (a; + 99r) = 76,5

{ 2a; = 26,5 — 49r
26,5 — 49r + 149r = 76,5

2a; =265 =

1

2
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@{2a1=2@

a1=1

1
2

Logo, a; = b; = 1 e arazdo de ambas as progressoes (a,) e (b,) € %

17" 1-(3)"
Assim, S, = —— X b; = —

1-(1)" -
x1 e limSn=lim< (;) x1)=ﬂ=2.
2

5. O nimero de casos possiveis é igual a 6 x °C, x 4 x 3C,.

e 6 é 0 numero de posic¢des distintas onde pode ser colocado o zero (uma vez que o nimero

tem sete algarismos, logo ndo pode comecar por zero);

e °C, é 0o nimero de maneiras distintas de escolher duas posi¢des para os algarismos cinco,

depois de colocado o zero;

e 4 € o numero de posic¢des distintas para colocar o algarismo seis, depois de colocados o zero

e os dois algarismos cinco;

e 3C;=1 é o nimero de maneiras de colocar os trés algarismos oito nas trés posicdes

restantes.

O numero de casos favoraveis é igual a 5 x 4 x 3C3 + °C, x

3C;+5x4x 3C3+5x%x4x 3¢,

pois existem quatro casos mutuamente exclusivos.

Casol: 5 _ _ _  _ _ O
Caso2: 6 _ _ _  _ _ O
Caso3: 5 _ _ _  _ _ 5
Caso 4. 6 5

Logo, a probabilidade pedida é igual a:
5x4x 3C; + 5C, x

3C3+5x4x 3C;+5x4x 3¢,

5x4x 3C,

20410420420 70 7

6% °C, x4x 3C;

6. Opcéo (A)
CB-(CD +4F) = CB - CD + CB - 4E =

CB LAE

ICB|| x |[D]| x cos (CB €D ) +0 =

=rXxrxcos(m—p) =

—Exﬂst(n—g):

360 360 36

Calculos auxiliares

Seja r o raio da circunferéncia e § a amplitude do &ngulo

ACD:
o= |8 = o = = e
— \/m _ E
2 2
B x <@>2

® Asetor circular = — — %B

Logo:

41m

_41 8 _11
18 gPoBb=greb=
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7. f'(x) = (cosx + senx)’ = —senx + cos x
g'(x)=(*"=2x
Consideremos a funcao h, definida em R, por h(x) = f'(x) — g'(x) = —senx + cos x — 2x.
h € continua, por se tratar da soma de fun¢des continuas.
Em particular, h é continua em h.
h(0) = —sen0+cos0—2x0=1
i i i i
h(E) = —sen(5)+cos(5)—2 Xo = —-1-—m
T
h(3) <0< h(0)
Logo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
Jce ]0,;[:h(c) =0, ou seja:
3ce0[:f'(©)-g'(c)=0,isto &
T
dce ]0,—[:f’(c) =g'(c)
2
Provamos, assim, que existe pelo menos um ¢ € ]Og[ tal que a reta tangente ao grafico de f em ¢

€ paralela a reta tangente ao gréfico de g em c.

8. Opcéo (D)
Seja h a funcdo, de dominio R, definida por h(x) = e%
R e T
D, =R
Sabe-se que existe um a € R tal que lim xe_zj:ze_za =0, isto &, iﬂ@ =0.

Como h admite derivada finita em todos os pontos do seu dominio, pois D, = R, entdo

lim 20~ _ 1),

x-a xX—a -
Assim, h'(a) = 0.

! — — — 2
hx)=0¢& o =01-2x=0Ae“*#0
o —2x=-1
1
Sx==
2

Logo, pretendemos a equacao reduzida da reta tangente ao gréfico de h em x = % que sera do
tipoy = 0x + b, isto &, y = b.
Como o ponto de coordenadas (3, h (1)> = (l,i) pertence a reta, vem que L =p.

2 2 27 2e 2e

Logo, a equacao reduzida da reta tangente ao graficode hemx =aéy = i
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9.D=IR
EmIR: In(e?* +4) = x +In(4) © In(e?* + 4) — In(4) = x
2x 4
& In(=2) = In(e”)

2x
e +4

S e? —4eX¥+4=0
44+/16-4X1x4

et = >
oeX=2
© x =1n(2)
C.S.={In(2)}
10.

10.1. g é continua em x = 0 se e s0 se existir lirrég(x), isto é, lirgl_g(x) = lirgl+g(x) = g(0).
X— X— xX—

™
. . cos|5—x . senx . senx 1
e lim g(x) = lim G )= lim —— = llm( X )=
X=0~ x—0— e%¥-1 x>0~ e2*¥—1 x50~ \e¥-1  eX+1

senx

. . 1
= lim 4 X lim =
x>0~ == x—0— eX+1
X

- = lim (% N RRT -
. xll)rglJrg(x) = ,}L%L (2 + xln(x)) =5+ xll,rél+(xln(x)) =

=14 i (;xln(;)) -

1 . —In,
==+ lim Y =
2 y—+o0 Y

=1 im M2 -

2 y—o+00 Y
limite notavel

«g(0) =~

Logo, g é continua em x = 0.

10.2. Em 10, +oo[: g(x) = = + xIn(x)

1
gx)=1 xln(x)+x><;=ln(x)+1
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1
g’(x)=0<:>ln(x)+1=O<=>ln(x)=—1=>x=g

0
x

Sinal de g’

ol |

Variacdo de g

~

«Q
/-
Q| =
\_/

7

3\
>

g € estritamente decrescente em ]O,ﬂ e estritamente crescente em E, +00[.

(1)—1+11 (1)_1 1_e—2
ge_Z ene_Z e 2e

e-2 , . - . 1
? € minimo relativo em ;.

11. Seja z = |z|e®.

72 = 7 o (121e®)” = = (121e®) & |212e 1@ = (12| 9)

PN |Z|Zei(29) — |Z|ei(—9+n)

e zI?=|z| AN26=—-0+1+2kmkEZ

e zI2—|z|=0AN30=n+2kmkEZ

cﬂﬂﬂd—l):0A6=§+

cﬂﬂ:OVOd:1A6=§+

2km
3
2kT
3

JkEZ

,ke@

2kt

ez=0V(lzl=1A0="+2 ker)

k=0v1e3 k=1 1eim

iE : l.5_7t
C.S.= {O,e 3,eM e '3 }

A
el

A

B! 3 -

71N ;1 er.
i c

Ajoapc) = 2 X Ajpap] = 2 X =

y

AA

5T
k=2v>1e's

Prova-Modelo de Exame de Matemética A_12.° Ano
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13
A(ﬁ)

B(—1,0)
C (cos (53—n) ,Sen (?))

1 V3
C(z"7)
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12. z4+iP+z—-i?<20 (z+D)(z+i)+ (z—)(z—i) <20
e z+)(Zz+i)+@Ez-DEZ-i) <20
©Z+)Z-)+@E-D)Z+i) <20
©zz—iz+iz—i*+zz+iz—iz—i2 <20
S |zIP+1+|z12+1<20
©2|z|2 <18
&z <9
e |zl <3

Logo, o afixo de z pertence ao circulo de centro na origem e raio igual a 3.

13.
13.1. Opcgéo (C)

Alapc) = ><23 C, sendo B’ a projecao ortogonal de B sobre DC.

5|
[so]

A(cos(mt — &), sen(m — «)) = (—cosa, sena)
Como A€2.°Qen€ Eg[

AB = cosa

B'C = tga — sena

senax
A __ cosa (tga—sena) cosa(cosa—sena) _
[aBc] = 2 = 2 =

Ssena—sena cosa

2

1
sena - Esen(Za)

2

_f@
T2

13.2. Pretende-se determinar os valores de x tais quef (x) = g(x):
senx — %sen(Zx) = 2senx & senx — % X 2senx cosx = 2senx

& senx — senx cosx — 2senx = 0
& —senx —senx cosx =0

& —senx (1+cosx) =0

© —senx =0 V 1+cosx =0
& senx =0 V cosx =-—1
Sx=kn V x=7n+2knk€eZ

ox=km k€EZ
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14. Assintotas horizontais:

Como o dominio da funcéo h é R™, calculemos o limite quando x —» —oo:

In(—x) — x + e* In(—x) x e*
lim h(x) = lim (%) = lim < ( )___|__>=
X——00

X—>—00 X——00 X X X X
— x
= lim M—1+ lim < =
X—>—00 X xX——o00 X
= lim 280y (-1 -1+ =
x—>—0o —X + 00

Considerando a mudanca de variavel y = —x, vem que:
.1
= lim )

y—->+o00 Y
S———
limite notavel

=0-1+0=
=-1

— 14> =
+o00

A reta de equacdo y = —1 é assintota horizontal ao grafico de h quando x — —oo.

Assintotas verticais:

Como a funcgéo h é continua em todo o seu dominio R™, apenas a reta de equacdo x = 0 pode
ser assintota vertical ao grafico da funcéo h.

i . In(—x)—x+e* In(0")—-0+e® —0w0—-0+1 -

= = = = — = [0'e]
xir(r)l‘ ) xir(r)l‘ X 0~ 0~ 0~ +
A reta de equacado x = 0 é assintota vertical ao gréfico de h.

15. f(x) = g(x) ®e*x*+x+1=In(a)x +a
cex?+(1-In(@))x+1—a=0
A equaco de 2.° grau acima tem uma Unica solugéo se e s6 se(1 — In(a))? — 4e%(1 — a) = 0.

Utilizando as capacidades gréficas da calculadora e usando x como variavel independente,

tem-se:
y1 = (1 —=In(x))* — 4e*(1 - x)
}‘A
A(0,41;0)
B(0,86;0)
a~=041
a = 0,86
0 A

Os valores de a, com arredondamento as centésimas, sao 0,41 e 0,86.
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