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Grupo |

» Os cinco itens deste grupo sdo de escolha multipla.
« Em cada um deles, séo indicadas quatro alternativas de resposta, das quais s6 uma esta correta.

» Escreva na sua folha de respostas apenas o niumero de cada item e a letra correspondente a
alternativa que selecionar para responder a esse item.

» Se apresentar mais do que uma alternativa, a resposta sera classificada com zero pontos, o

mesmo acontecendo se a letra transcrita for ilegivel.

« Nao apresente calculos nem justificacoes.

1.Sejam a € ]Og[ epe En[ Qual das expressdes designa um niimero positivo?
(A) sin (STH - a) cos(m + B)

(B) tan(m — a) cos (31T + B)

2
(C) cos (72—ﬂ + a) sin(B — m)

(D) sin(2m — o tan (5 — B)

2. Considere, num referencial 0.n. Oxyz, o plano y de equagao x + 2y + 2z — 1 = 0 e a reta r de equagao:
,y,2)=0,-1,-1)+k(-2,1,1),kER
Qual das equacgdes é uma equacao cartesiana de um plano perpendicular a y € que contém a reta r?
(A) 2x+y+2z=0
B)x—y—z=0
(C)2x—z=0
(D)—y+2z=0

3.Num referencial ortonormado, considere os vetores #(—1,3) e ©¥(2,—1). Qual das afirmacgdes é
verdadeira?
(A) @—v)-(u+v)=5
(B) @W—v)-v=10
C)u-(u+v)=-5
(D)u-v=>5
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u, =a

~ e L
4. Uma sucessao (u,) € definida por {un+1 _ 2unl\m > 1:Comace R.

Qual das expressoes representa u,,,, escrito em funcio de u,, paratodon =1 ?

(A)

2

14Uy,
(B) 4

(C) 1+uy,

4

(D) =

4

5.Seja (a,,) uma progressao aritmética tal que a, = —23 e r = 2. Qual é o menor valor de n para o qual
se tem S,, > 0, onde S, representa a soma dos n primeiros termos de (a,)?
(A) 22
(B) 23
(C) 24
(D) 25

Grupo Il

Nas respostas aos itens deste grupo apresente o seu raciocinio de forma clara, indicando todos

os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes necessarias.

Atencao: Quando para um resultado ndo é pedida a aproximagao, pretende-se sempre o valor

exato.

1. Na figura esta representado um quadrado [ABCD], de lado 2. = P ¢
O ponto P desloca-se sobre o lado [CD]. O ponto M é o ponto médio de
[BC]. Para cada posicdo do ponto P, seja x a amplitude do &angulo
T M
PAD (x € [0,7]).
1.1. Mostre que a area do triangulo [AMP] é dada, em funcdo de x, por %
f(x) =2 —tanx. A g

1.2.Sejaa € [O,ﬂ tal que cos (g + oc) =— % Determine o valor de f(a). Apresente o resultado com o
denominador racionalizado.

1.3. Determine o valor de x para o qual a area do tridngulo [AMP] € igual a area do tridngulo [ABM].

A
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2. Na figura esta representado, em referencial 0.n. Oxyz, o poliedro
[HABCODEFG], que se pode decompor num cubo e numa
piramide quadrangular.

Sabe-se que:

e a base da pir@mide coincide com a face superior do cubo e
esta contida no plano x0y;

e 0 ponto H pertence ao eixo 0z;

e 0 ponto C pertence ao eixo 0y;

e 0 ponto E tem coordenadas (3,3, —3);

e o plano BCH é definido pela equagao 5y + 3z — 15 = 0.

2.1. Escreva uma equacao vetorial que defina a reta que passa no ponto E e é perpendicular ao plano
BCH.

2.2. Determine uma equacao cartesiana do plano ABH.

2.3. Determine, em graus e com aproximacgao as décimas, a amplitude do angulo formado pelas retas
BH e BE.

2.4. Utilizando a definicao de produto escalar, escreva uma condicao que defina a superficie esférica
de diametro [CD].

3. Considere a sucessao (u,) definida por:

. 29 , ~
3.1. AverigUe se — 33 € um termo da sucessao (u,).

3.2. Estude a sucessao (u,) quanto a monotonia.

3.3. Mostre que a sucessao (u,) & uma sucessao limitada.

A
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4. Na figura estd representado um tridngulo equilatero [ABC] cuja area é 6 m%. Unindo os pontos
médios dos seus lados, obtiveram-se os triangulos equilateros [DEF] e [EFC], sombreando-se o
triangulo [DEF]. Novamente, unindo os pontos médios dos lados do triangulo [EFC], obtiveram-se os

triangulos [GHI] e [HIC], sombreando-se o tridngulo [GHI] e assim sucessivamente.

A D B

Seja (a,,) a sucessao das areas dos triangulos sucessivamente sombreados.
4.1. Defina (a,) por recorréncia.

4.2. Mostre que a sucessao (a,) é uma progressao geométrica e escreva o seu termo geral.

4.3. Prove, pelo método de inducdo matematica, que a soma dos n primeiros termos desta

progressao é dada por S,, = 2(1 —47"),vn € N.

— FIM -

A
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COTACOES

€T 1T o o 50
Cada resposta Certa....... . 10
Cada resposta errada..........coooeiieeiiee e 0
Cada questao nao respondida ou anulada..........cccccceveeeeereennnn.. 0
T o T T | 150
1 35
LIPS RS 10
B 2 15
LI RS 10
2SR 50
P2 SR 10
2 2 e eeas 15
P2 TSR 15
2.4 e 10
L P 30
K SRS 10
G 72 10
BB s 10
P 35
e SRR 10
G . e 10
G F SRR 15
LI 1 - Y 200
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TESTE N.2 3 — Proposta de resolucao

Grupo |

1. Opcao (A)

Como «a € [0,Z], tem-se que sina > 0, cosa > 0 e tana > 0.
> q

Como B € E,n[, tem-se que sinf > 0, cosp <0 e tanp < 0.
Assim:

sin (%ﬂ - oc) cos(m + B) = sin (g - a) (—cos(B)) = —cosacosB >0
tan(m — a) cos (37”+ B) = —tana(— cos(§+ B)) = —tanasinpf <0
cos (72—1T + a) sin(f — ) = cos (%ﬂ + oc) (—sin(m —B)) = sina (—sinfB) = —sinasinB < 0

sin(2m — «) tan (6?“ — B) = sin(—a) tan(—B) = (—sina)(—tan ) = sinatan < 0

2. Opcao (D)
Seja 7i(a, b, ¢) um vetor ndo nulo normal ao plano cuja equacéo se pretende encontrar.
1, (1,2,2) é um vetor normal ao plano y e #(-2,1,1) é um vetor diretor da reta r.

{ﬁ-ﬁy=0®{a+2b+2620 { a=-2b—-2c {azO
—2a+b+c=0 4b+4c+b+c=0 b=-c

—

n-7=0
Assim, 11(0, —c, ¢), ¢ € R\{0}. Consideremos, por exemplo, 7(0,—1, 1).

(1,—1,-1) sao as coordenadas de um ponto da reta r que esta contida no plano:
-1y+D+zZz+1)=0-y—-1+z+1=0—-y+2z=0

3. Opcao (A)
U-v)-W+v)=u-u-v-v=(-1,3)-(-,3)—(2,-1D)-(2-1)=149-4-1=5
@-9)5=8-9-8-8=(-13)-2-1)-(2,-1)2,-1)=-2-3-4—-1=-10
U-U+v)=u-u+u-v=0(-13)-(-1,3)+(-1,3)-(2-1)=149-2-3=5

v=(-1,3)-(2,-1)=-2-3=-5

<l
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4. Opcao (C)

11t
u _lune _ 155 2-lduy Lt
n+2 2 2 4 4
5. Opcao (D)

S, >0 % Xxn>0
o —23+(—232’+2(n—1))

-23-23+2n-2

Xxn>0

—48+2n

= Xn>0

S (-24+n)xXxn>0
& —-244+n>0 (poisn €N)

e n > 24

Grupol I
1.
1.1.tanx =?@W= 2tanx

PC =2 —2tanx

A[APD] _ 2x2tanx _ 2 tan x

A[PMC] _ (2-2 t:;nx)xl —1—tanx
2X1

A[ABM] = = 1

Ajapcp) =2X2 =4

Assim:

Apamp) =4 —2tanx — (1 —tanx ) — 1=
=4—2tanx—1+tanx—1=

=2—tanx

1 . 1 . 1
1.2. cos(5+a) =—>-¢& —sina=—-&© sina=-
2 3 3 3

Entao:

1 8
cosza=1—5<:>coszoc=5

- 22
Como a € [0, g], entdo cosa = %—

)
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1

3

22 242
3

Logo, f(a) =2 — g.

. 1 2
Assim, tanx = %-

2X1

1.3. A[ABM] =T: 1
f(x)=1(:>2—tanx=1<:>tanx=1<:>x=g+kn,kEZ

Como x € [O,E], entdo x = E

2.1.7(0,5,3) é um vetor normal ao plano BCH e é um vetor diretor da reta pedida.
E(3,3,-3)
Assim, (x,v,z) = (3,3,-3) + k(0,5,3),k € R é uma equagao vetorial que define a reta que

passa no ponto E e é perpendicular ao plano BCH.

2.2. A(3,0,0) B(3,3,0) H(0,0,2),z> 0
H€eBCH,logo0+3z—-15=0&2=5
Portanto, H(0,0,5).

AB(0,3,0)
AH(-3,0,5)

Seja 7i(a, b, ¢) um vetor ndo nulo normal ao plano cuja equacao se pretende encontrar.

{ﬁ-ﬁ 0@{ 3b=0 @{b=0 @{b=0
‘AH =0

AH —3a+5c=0 3a =5¢ a=§c

=

n

Assim, ﬁ(zc, 0, c),c € R\{0}. Consideremos, por exemplo, 7i(5, 0, 3).
A pertence ao plano ABH, logo uma equacéo do plano é:
5(x—3)+3z=05x—-154+43z=05x+3z—-15=0
2.3. E(3,3,-3) B(3,3,0) H(0,0,5)
BH(-3,-3,5)
|BH|| = V(=3)2+ (-3)2+ 52 =9+ 9 + 25 =43
BE(0,0,—3)
IBE|| =3

BH-BE=0+0-15=—15

|-15]
V43x3

S co s(Bﬁ,?E) ==

cos (BWE ) = N

)
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Logo, BH, BE = 40,3°.

2.4.€(0,3,0) D(3,0,-3)
Seja P(x,y,z) um ponto pertencente a superficie esférica de didmetro [CD].

Entao:
CP-DP=0& (x,y—3,2)-(x—3,7,2+3) =0

o x?—3x+y?—-3y+2z2+3z=0

o x2+y?+22-3x—3y+32z=0

29 1-2n 29
dou,=—= =—=
3 n 33 2n+3 33

< 33 —66n =—-58n—87
< —8n=-120
o n=15

29 , ~
—5€0 termo de ordem 15 da sucessao (u,,).

1-2(n+1) 1-2n
2. u —u, = — =
3 n+1 n T 2(m+1)+3  2n+3

—2n-1 1-2n

T 2n+5  2n+3

_ (=2n-1)(2n+3)-(1-2n)(2n+5) _
- (2n+5)(2n+3) -

_ —4n®-6n—2n-3-2n-5+4n’+10n _
(2n+5)(2n+3)

-8
—W<O,VHEN

Logo, (u,) € uma sucessao mondtona decrescente.

1-2n 4
3. = -
2n+3 2n+3

Calculo auxiliar

—-2n+1(2n+3

+2n+3 -1
4
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Sabe-se que 0 < % < 1,vn € N. Entao:

0<— <§@—1<—1+L<—%,\me1\1.

2n+3 — 2n+3 —
Assim, a sucessao (u,,) é limitada.

. . , . . ) 1
O conjunto dos seus minorantes é |—o, —1] e 0 conjunto dos seus majorantes é [_g' +oo[.

al ==
4.1. 1 2
Ani1 = Zan,Vn €N

1
22 1 e e ~ o
4.2. % = “a—" = 2 que é uma constante. Logo, (a,) é uma progressao geométrica.
n n

N =
an =3x (Z) é o termo geral de (a,,).

4.3. Seja P(n): S, = 2(1 —47™).
o= _ -1 3_ _1! 3_ 3323
P(1):S, =2(1—4 )4:»2_2(1 4)@2_2><4<=2_2
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Seja n € N tal que S(n) é uma proposicao verdadeira.
Hipétese: S,, = 2(1 —47™)
Tese: Spyq = 2(1— 4~ (FD)
Demonstracéo:
_ 3 1\
Spt1=Sptapn = 2(1 -4 n) +Ex (Z) =
=2—2x4‘"+%x4‘"=
=2-—Ix4=
2
_ 1 -n\ _
=2(1-3x47™") =
=2(1—-4"1x4™) =
=2(1—-4"1H =
=2(1-4-(+D)
Vimos que se S(n) é uma proposicao verdadeira, entdo S(n + 1) também é uma proposi¢ao
verdadeira, para qualquer n € N.
Fica assim provado, usando o método de inducdo matematica, que S,, = 2(1 —47"),vn € N.

)
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