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1. Revisdes
Dados dois conjuntos A e B, uma funcao de A em B é uma correspondéncia que a cada elemento de

A faz corresponder um e um s6 elemento de B.

Duas fungodes f e g sdo iguais se e somente se:
* D= Dy

* tém o mesmo conjunto de chegada;

* V x €Dy, flx) = glx).

2. Generalidades acerca de fungoes

Produto cartesiano de A por B: Ax B =1{(a, b):a€A A b eB}

Um conjunto G c A x B é o grafico de uma funcao de A em B quando e apenas quando para todo o
a € A existir um e somente um elemento b € B tal que (a, b) € C.

Sejam A e B conjuntos, f: A— B uma func¢do e C um conjunto qualquer.

Chama-se restricao de fa C a funcao fl|c: CNnA— Btal que Vx e CnA, flclx) = fix).
A fungao f: A— B diz-se injetiva se, para todos os x; e x, pertencentes a A, xq = x; = f(xy) = f(x,).

A funcao f: A — B diz-se sobrejetiva se e s6 se para todo o y pertencente a B existir um elemento x
pertencente a A tal que y = f(x).

A funcao f é sobrejetiva se e somente se o conjunto de chegada de f coincidir com o contradominio
de f.

Quando uma funcao é simultaneamente injetiva e sobrejetiva, diz-se bijetiva.

Sejam f: Df— A e g: Dg — B duas funcdes. A funcao composta de g com f é a funcao gof: Dg,— B
tal que Dg,r={xeDs: f(x) €Dyl e VxeDg,jgo0 f(x) = g(f(x)).

Sejam A e B conjuntos e f: A— B uma funcgao bijetiva.
Designa-se por funcao inversa de f a funcao f~': B— A tal que Vy €B, f~1(y) = x,, sendo que x, € o
Gnico elemento pertencente a A tal que f(x,) = y.

Dado um plano munido de um referencial cartesiano e uma fungao bijetiva f: A— B (onde Ac R e
B < IR), verifica-se que os graficos cartesianos das fungoes f e f~! sdo simétricos em relacdo a reta de
equacao y = x, isto é, sao a imagem um do outro pela reflexdo axial de eixo de equacao y = x.
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3. Generalidades acerca de funcgdes reais de variavel real

Uma funcao real de variavel real é uma fungao cujo dominio e o conjunto de chegada estao contidos
em [R.

Na determinacao de dominios de funcdes reais de variavel real definidas pela respetiva expressao
analitica, deve ter-se sempre em atencdo as seguintes situagoes:

* se a varidvel independente x se encontrar em denominador, € preciso garantir que o denominador
¢é diferente de zero;

* se a variavel independente x se encontrar no radicando de um radical com indice par, garantir que
o radicando é maior ou igual a zero.

No caso de se ter as duas situagdes em simultaneo, tera de se considerar a conjuncao das duas condigoes.
Chama-se zero de uma fungao f a todo o objeto cuja imagem é zero.

Uma funcao real de variavel real f diz-se:
* positiva em a € Dyse f(a) > 0;

* negativa em a € Dy se f(a) < 0.

Uma funcao real de variavel real f é diz-se:
* par se para todo o x € Dy se tem —x € Dy e f(—x) = f(x);

e impar se para todo o x € Dy se tem —x € Dy e f(—x) = —f(x).

Dado um plano munido de um referencial cartesiano e dada uma funcgao f:
e f é par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo da simetria do respetivo grafico;

e f é impar se e somente se o respetivo grafico for simétrico relativamente a origem O do referencial.

Para se estudar a paridade de uma funcao, devem seguir-se os seguintes passos:

1?2 passo: Averiguar se o dominio obedece a seguinte condicdo: se um elemento pertence ao do-
minio, entdo o seu simétrico também pertence (Vx € Dy, —x € Dy).

22 passo: Determinar f(-x) para x € Dy.

32 passo: Comparar a expressao obtida com a de f(x) e a de —f(x) e concluir de acordo com o es-
quema:
fx) ———> fépar
Se f(—x) =
—f(x) ———> fé impar
Para provar que f ndao é par basta mostrar que existe um a € Dy tal que f(a) = f(-a).

Para provar que f nao é impar basta mostrar que existe um a € Dy tal que f(—a) = —f(a).
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Relacao entre o grafico de uma funcao f e os graficos das funcoes af(x), f(bx), f(x + ©), f(x) + d, —f(x) e f(-x)

Na tabela seguinte encontra-se um resumo dos efeitos que determinadas transformagoes tém na re-
presentacao grafica de uma dada fungao f.

Seja k eR*.
T sz
glx) = —f(x) > Reflexao em relacao ao eixo Ox.
[Tt
\yI
glx) = f(—x) . Reflexdao em relagdo ao eixo Oy.
O‘ \ x
¥ 8 T . ,
Translagao associada ao vetor (0, k).
glx) = f(x) + k f -
/o‘ X O grafico desloca-se k unidades para cima.
! i .
g Translacdo associada ao vetor (0, —k).

O gréfico desloca-se k unidades para baixo.

oQ
—

Translagdo associada ao vetor (=k, 0).

O grafico desloca-se k unidades para a esquerda.

g(x) = f(x ar k) / /O
4_
o —»
o W Translagao associada ao vetor (k, 0).
glx) = flx - >

(7 x O grafico desloca-se k unidades para a direita.

glx) = k x f(x)
Dilatacao vertical de coeficiente k.
k>1
glx) = k x f(x)
h Contracao vertical de coeficiente k.
0<k<1
(x) = f(kx)
g Contracao horizontal de coeficiente i
k>1 k
(x) = f(kx)
g Dilatacdo horizontal de coeficiente 1
O0<k<1 k
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4. Monotonia, extremos e concavidades

Uma funcao real de variavel real é uma fungao cujo dominio e o conjunto de chegada estao contidos
em [R.

o
V)
o R
=
v

v

I o ! x

VYa, bel,a<b= f(a)<fb) Ya, bel a<b= f(a)<f(b)

v

v

i O / X

Va, bel a<b= fa)>f(b) Va, bel a<b= f(a)=fb)

Dada uma fungao real de variavel real f de dominio Dy, diz-se que:

e um ndmero real M é um majorante de f quando Vx € Dy, f(x) = M; diz-se que f é majorada quando
existir um majorante de f;

e um nlimero real m é um minorante de f quando Vx € Dy, f(x) = m ; diz-se que f € minorada quando
existir um minorante de f.

Uma funcao simultaneamente majorada e minorada diz-se limitada.

Dada uma funcao real de variavel real f e um valor f(a) do contradominio de f, diz-se que:

e f(a) € um maximo absoluto de f se Vx € Dy, f(a) = f(x).

e f(a) ¢ um minimo absoluto de fse Vx e D;, f(a) < f(x).

Dada uma fungao real de variavel real f, diz-se que:

e fatinge um maximo relativo em a € Dy quando existe uma vizinhanca r de a tal que Vx € V,(a) N Dy,
f(a) = f(x);

e fatinge um minimo relativo em a € Dy quando existe uma vizinhanga r de a tal que Vx € V,(a) n Dy,
f(a) = f(x).
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Dada uma funcao real de variavel real f e um intervalo Concavidade voltada Concavidade voltada
. L r i bai
I ¢ Dy, diz-se que o gréfico de f tem: para cima para babxo
* a concavidade (estritamente) voltada para cima em / Q
P

se dados quaisquer trés pontos P, Q e R do grafico, de R

abcissas em [ tais que xp < xg < xg, 0 declive da reta s

PQ é inferior ao da reta QR; P 5
* a concavidade (estritamente) voltada para baixo em /

se dados quaisquer trés pontos P, Q e R do gréfico, de o= Mo Tra > MR

abcissas em [ tais que xp < xq < xg, 0 declive da reta

PQ é superior ao da reta QR.

5. Estudo elementar de algumas funcgodes
Funcdes afins
f(x) =ax+ b, coma>0 f(x) =ax +b, coma<0 f(x)=b
R
R {b}
b b = 0, nao tem zeros.
a b = 0, todos os ndmeros
reais sao zeros.
Estritamente crescente. Estritamente decrescente. Constante.

Negativa em }—00, —Q[e Positiva em }—00, —Q[e > 0, poslifive &m totlo @

a a seu dominio.
o b , b b < 0, negativa em todo o
positiva em (——, +%| . negativa em |- =, +o| . e
a a seu dominio.

h A A
/ \ At
b

4
y
/b

v

v

y Yy

v
v
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Funcdes quadraticas

Uma funcao quadratica é uma funcao real de varidvel real definida por um polinémio do 2¢ grau,
f(x) =ax2 + bx +c,coma, b, ceRea=0.

fo) =ax-h?2+k a=0

a>0
4
h>0 7V h>0 Y y h<0 yT h<0

k>0 \/ k<0 k<0 k>0
), A\

v
v

a<o0
A A A A
y h>0 y h>0 y h<0 y h<0
k>0 k<0 k<0 k>0
N, o, h \ s \
Of h X ol x : x (0] X

Sea>0,D =|h, +ol.
Sea<0,D =]-x, hl.

Se a e k ttm o mesmo sinal, a funcao nao tem zeros. P P
Se a e k tém sinais diferentes, a funcao tem dois zeros: h+ |- —~eh—- [——=.
a a
Se a > 0, f é estritamente decrescente em |-, h] e estritamente crescente em [h, +o].
Se a < 0, f é estritamente crescente em |-, h] e estritamente decrescente em [h, +.

Se a > 0, a funcao ftem um minimo absoluto k em h.
Se a < 0, a funcao ftem um méaximo absoluto k em h.

Se a > 0, o grafico tem a concavidade voltada para cima, em IR.
Se a < 0, o grafico tem a concavidade voltada para baixo, em IR.
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Métodos para determinar as coordenadas do vértice da parabola

12 processo: Transformar a expressao analitica ax> + bx + ¢ na forma a(x — h)? + k, a = 0.

s 2 b b
20 - Uiz & v[_—, f[_ —D
processo: Utilizar a formula 73 73

32 processo: Obter a abcissa do vértice como ponto médio de quaisquer dois objetos com a
mesma imagem e calcular a respetiva imagem.

Sinal de uma funcao quadratica - inequacoes do 2¢ grau

v

»

X X X

» » +
25

5 - 25

»

v

>
X X X

Na resolucao de uma inequacao de 2° grau, devem seguir-se os seguintes passos:

12 passo: Transformar a inequacdo numa do tipo ax> + bx + c <0, ax? + bx + ¢ >0, ax> + bx + c< 0
ou ax? + bx +c=0.

22 passo: Determinar os zeros de x — ax? + bx + c.
3? passo: Fazer um esboco da parabola (grafico de x — ax? + bx + ¢).

42 passo: De acordo com o grafico obtido no passo anterior, apresentar a condicao que corres-
ponde aos valores de x que sdo solucdo da inequacao.

52 passo: Apresentar o conjunto-solugao.

Funcoes definidas por ramos

Uma funcao f diz-se definida por ramos quando é definida por expressdes analiticas diferentes em
partes diferentes do seu dominio.



Funcao maodulo

A funcao médulo é uma funcao de IR em IR que a cada niimero real faz corresponder o seu valor

absoluto.

Tem-se que |x| =

X sex=0

-x sex<O0
fo)=a|x-b| +c,a,b,ceRea=0
b>0 b>0 b<0 b<0
c>0 c<O0 c>0 c<O0
a>0 i i + o4
N /
L \ -
ol b X o\ ! x
N
a<0 y“ yA y“ y“
(@ES -1C
/\ ~ b _ b |O -
/ AN o b o 1o

IR

Sea>0, D =|[c, +ol.
Sea<0,D =], c].

Se a e c ttm o mesmo sinal, a funcao nao tem zeros.

Se a e c tém sinais diferentes, a funcao tem dois zeros.

Se a > 0, f é estritamente decrescente em |-, b] e estritamente crescente em [b, +.
Se a < 0, f € estritamente crescente em |-, b] e estritamente decrescente em [b, +].

Se a > 0, f tem um minimo absoluto c em b.

Se a < 0, f tem um maximo absoluto c em b.

No geral, tem-se que:

|x|=aex=a v x=-a

S xel-a, al

x| =0 x=0
< x {0}

x| = a

Condicao impossivel em IR.

x| <aex<a A x>-a
S -—a<x<a
oS xel-a, al

|x] <0

Condicao impossivel em IR.

x| <a

Condicao impossivel em IR.

x| >aex>a v x<-a

S xel-o, —al U la, +of

x| >0 x>0 v x<0
< x €lR\{0}

|x| > a
Condicao universal em R.

Sintese
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Estudo de algumas funcoes que envolvem radicais (quadraticos e ctbicos)

* Funcao y = ‘/;c
Se f: Rf, — IR}, entao - : Rf — R,
x — x?2 X — ,/;
A partir do grafico da funcio y = Jx, e aplicando as transformacdes geométricas do grafico de uma
funcdo, pode obter-se o grafico de qualquer fungdo do tipoy =aJx—b +c(a, b, c€elR, a = 0).

e Funcio y = 3x
SegsR— R, entaiog': R—R.
X —x3 x — 3
A partir do grafico da funcio y = Jx, e aplicando as transformacdes geométricas do grafico de uma
funcdo, pode obter-se o gréfico de qualquer funcdo do tipoy = a3x—b + c (a, b, c R, a = 0).

No geral, para resolver uma equacao que envolva radicais quadrados ou cibicos, podem seguir-se
0s seguintes passos:
12 passo: Isolar um radical num dos membros da equacao.

2? passo: Elevar ao quadrado, ou ao cubo, ambos os membros da equagao consoante se trate de
uma equacao que envolva radicais quadrados ou cibicos.

3? passo: Se a equagao assim obtida ainda envolver radicais, repetir os passos anteriores.

42 passo: No caso de envolver radicais quadrados, verificar se as solugdes obtidas sdo também

solucdes da equacao inicial.

Funcoes polinomiais
Uma funcao polinomial € uma fungao que pode ser definida analiticamente por um polinémio com

uma sé varidvel.

6. Operacoes algébricas com funcgdes

Dadas duas fungdes f: D;— R e g: Dy — IR:

® f+g: Ds,g=Drn Dge (f+g)x) = fix) + glx)

*f—g:Di_g=Drn Dge (f-g)x) = flx) - gx)

e fxg: Dfxg=Dfn Dge (fx g)x) = flx) x glx)

.é;DEszf m{xeDg:g(x)#O}eé(x)z%

e of: Dys = Dy e (of)(x) = af(x), sendo o € R

o friDi={xeDs:fix) 20}ser>0o0uDy={xeDs: fix) =0} ser=0ouDy={xeD flx) >0}ser<0

e f'(x) = (fx))





