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1. INTRODUCAO

A disciplina de Vibracfes de Navios € a terceiraigiea sequéncia que estuda problemas
de dindmica. Em Mecanica Aplicada Il, estuda-serascipios da dinamica dos corpos
rigidos, desenvolvendo a familiaridade com a agpfioada segunda lei de Newton. Em
Dinamica do Navio, estuda-se em mais detalhe dsagpks da dinamica dos corpos
rigidos ao estudo do comportamento do navio no Rema poder descrever a resposta do
navio em mar agitado, é necessario dar uma intémdageoria dos processos estocasticos,
0S quais sao utilizados para descrever a elevagasugerficie do mar agitado e a
correspondente resposta do navio.

Enquanto na disciplina de Dinamica do Navio se id@na o Navio como um corpo rigido,
em Vibracdes do Navio vai-se estudar o comportamdatnavio considerado como um
corpo flexivel. Serdo estudadas técnicas basicagndbse de dinamica de estruturas,
procedendo-se a uma revisdo dos metodos de trataaesistemas discretos, 0s quais se
podem utilizar como aproximacdes para represerisensas continuos. Tratar-se-8o
depois os métodos especifico de sistemas contamagsarticular a analise modal.

Apos o estudo das técnicas de analise dinamicatdéwas, proceder-se-a a sua aplicacao
ao caso especifico dos navios. Serdo caracterizadasntes de excitacdo mais importantes
e proceder-se-a ao estudo da resposta da estpioraria e de algumas importantes
estruturas secundarias as excitacdes em causad@anse-a também diferentes métodos
de reducéo das vibracdes ou do seu efeito em eqeifas e pessoas a bordo dos navios.

A caracteristica fundamental do comportamento dicéd a dependéncia no factor tempo
e € o desenvolvimento de forcas de inércia queoest&ociadas ao movimento. Ao
descrever o comportamento dinamico ha alguma teraml@&m associar a designacao de
oscilacbes com o comportamento a baixas frequérciade vibracdes ao comportamento
quando a frequéncia é elevada. Como as baixaséine@s estdo associadas com grandes
massas, € mais comum designar por oscilagcbes ooctampento do navio como corpo
rigido e por vibragdes o comportamento dinamicewgaestrutura.

As vibragcGes vao provocar esforcos dinamicos nes@htos estruturais que tém de ser
dimensionados para os resistir, quer do ponto d& vda carga maxima a que ficam
sujeitos, quer da acumulacéo de danos por fadiga.

As vibracdes estdo associadas a aceleracfes adaeles que vao ser sentidas pelas
pessoas que se encontram a bordo, provocando uereoedo do meio ambiente. Para
além disso, a interaccdo com 0 ar e com a aguprgaocar o ruido aéreo e submarino,
afectando o primeiro o meio ambiente a bordo. Rtotas vibracbes tém de ser encaradas
como um problema de resisténcia estrutural, queateda estrutura primaria do navio, de
estruturas secundarias ou de equipamentos, e com@rablema relacionado com a
qualidade de vida a bordo.

A forma mais eficiente de resolver os problemas/ibeacdes consiste em identificar a
fonte de excitacdo e resolvé-la. No entanto, nadgranaioria das situacdes isso nao
possivel, pelo que se torna necessario quantifioaxcitacdo e a resposta da estrutura
excitacdo. Com resposta caracterizada em funcéo pa@metros como massa,
amortecimento e rigidez, é possivel decidir comeral alguns deles para evitar as

é
a
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caracteristicas mais indesejaveis da respostatesituO objectivo fundamental desta
disciplina é a familiarizagdo com os métodos deutélda resposta estrutural.
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2. ANALISE NUMERICA DE SISTEMAS SIMPLES

Inicia-se 0 estudo do comportamento dinamico deutesds pela analise numérica da
resposta de sistemas simples. A utilizacdo de roétodiméricos para a resolucdo das
equacOes diferenciais do equilibrio, representatarnento mais geral que se pode dar a
estes problemas, e é 0 Unico que se torna posigvaplicar no caso de problemas de
grande complexidade. Assim, comeca-se desde wipoi chamar a atencdo para as
particularidades destes métodos.

O calculo numérico da resposta de sistemas singiesgambém a vantagem de realcar os
parametros que influem no movimento e de analisadetalhe a variacdo no tempo da
resposta, o que contribui para uma melhor percegggdenomeno.

Os sistemas vao ser estudados, consistem em gémxide massas e molas, as quais
podem ser idealizacdes de estruturas, representantimla a rigidez das mesmas (figura
1).

2.1 Sistema Elastico com um Grau de Liberdade

Estes sistemas, normalmente representados por olaauma massa e eventualmente um
dissipador, ficam completamente definidos por umeal coordenada, normalmente o
deslocamento da massa.

Considere-se um sistema de uma mola com rigidezle uma massa que esta actuada
por uma forcd(t). Representando paro deslocamento da massa, a equacédo do equilibrio
€ dada pela aplicacdo da segunda lei de Newton:

kz4B8E|/L3
P
/////
ﬂ/@ﬁ 2 %7 -
x-l' I F(t) xT F(t)
P
F(t) 2777777777777 7777777
P
k=6EI/03

Figura 1 - Idealizagdo com um grau de liberdadegegpresentar modelos estruturais
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F(t) - kx = mx

ondex representa a aceleracdo do movimento, ou seggumda derivada deem ordem
ao tempo.

Note-se que a mesma equacéo podia ter sido dedazdstir da aplicacdo do principio
d'Alembert para o que teria de considerar-se aéigm de uma forca de inércia igual ao
produto da massa pela aceleracdo, a qual se ommhmaovimento. Estabelecendo o
equilibrio dindmico resultava entao:

F(t) - kx— mx=0
0 que € evidentemente a mesma equacao que foiidadugeriormente.

Esta equacdo que tem uma solucdo analitica sob#j@menhecida, ira ser utilizada para
ilustrar os principios da integracdo numérica mopke. Este processo consiste em partir
das condicdes Iniciais do movimento, em termoses¢odamento, velocidade e aceleracgéo,
e caminhar em intervalos de tempo, calculando orvdhquelas grandezas em pontos
distantes no tempo. Ha varios métodos disponiveas, Iniciar-se-a o estudo com um que
seja intuitivamente perceptivel.

Considere-se que se dividiu o tempo em intervailesetos, de duracaht fixa, e que se
vai estudar a evolucdo que o deslocamento do derpcao longo do tempo. Designa-se
por x,0 deslocamento quando o tempo ®i. Atex_, o deslocamento no intervalo de
tempo imediatamente anterior. A aceleracdo nestieaalletermina-se a partir da equacao
do movimento:

., F k
X =———X
m m
ondeF, = F(t) = F(iAt).
x x
i
o !
1 1 | ! ! :
¢ At 1 At AR
| 1 | ! : : :
| | 1 | | 1 1 1
A 1 1 1 1 i 1 1
=10 Qe % i1 t

Figura 2 - Discretizacdo da aceleracao no métodamdaleracédo constante

Para se determinar o deslocamento no intervalcenigd seguinte, pode extrapolar-se
utilizando um valor meédio da velocidadeg, :

Xi+1 = )ﬁ + XmAt
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o que implica considerar-se que entre os parntdsl, a velocidade é constante.

O valor médio que a velocidade vai ter no internvddo para {(+1) pode extrapolar-se a
partir do seu valor no intervaloX) ai e do valor da aceleragéo ém

. X=X o
= ——=+ X At

)ﬂm At )(I

o que implica a hip6tese que é constante durante o periodo(@de1/2) a(i +1/2) . Esta
hipotese equivale a aproximar-se a curva da acé@lerpor uma série de segmentos de
recta nos intervalodt, substituido a area sob a curva pela area dangdbs limitados
por aqueles segmentos.

Substituido o valor da velocidade média na expeeasgerior, obtém-se a expressao para o
deslocamento:

F k
Xig =2% = %, + (EI _E Xij (At)z

a qual permite determinar o deslocamento quan@m@d € i+1) At a partir dos valores
do deslocamento nos dois intervalos de tempo angsti

Esta descricdo aproximada do movimento tera un@asai® aceitavel desde que o intervalo
de tempoAt escolhido seja suficientemente pequeno relativéen&riaxa de variacdo de
aceleracdo no tempo, ja que se considerou a ag@becdnstante durante o intervalo de
tempo. Obviamente que a medida dwdende para zero, a solugéo tende para o seu valor
exacto mas o esforco de computacédo também seitopmaticavel. Em regra, consegue-se
obter resultados com suficiente preciséo, utilipasel um intervalo de tempo que néo seja
superior a um décimo do periodo natural do sist&neentanto, € necessario verificar que
este intervalo é suficientemente pequeno para pegeesentar adequadamente a variacédo
temporal da forca de excitack(t).

Para o inicio do processo do célculo da variacadesbocamento no tempo, € necessario
ter um procedimento especial pois quaheéd), ndo ha um valor de_, para substituir na

férmula. Pode considerar-se que a velocidade vaisestante durante o primeiro intervalo
de tempo, e igual ao seu valor a meio do inter¢ajo+ X,At/ 2). O deslocamento sera o

produto da velocidade pelo temfib
. 1 2
X=Xt Xo-AHE X(At)

Alternativamente podia considerar-se que a acedleragria linearmente durante o
primeiro intervalo de tempo, o que conduziria a:

2
K= X+ S AL 2%+ %) 5

conforme se mostra em detalhe na seccédo 2.5.1.
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Esta expressdo sO pode ser avaliada iterativarjéeqtee inicialmente ndo se sabe o valor
de X, o qual se determina a partir da equagdo de eqaijlilependendo pois do proprio
X, . No entanto, nos casos em que a forga aplicadialmente é zero, e portanto, em que a

aceleracao inicial também € zero, a primeira es@sao permite o inicio do processo de
calculo, sendo necessario utilizar a segunda.

O método de integracdo que se descreveu é um dtssrdisponiveis, 0s quais variam nas
suas propriedades de estabilidade numérica e derg@mcia, e que diferem na dimenséao
do intervalo de tempo que permitem utilizar nagraeao.

2.2 Sistema Elastico com dois Graus de Liberdade

Considere-se agora o sistema de dois graus dddidbeindicado na figura:

x 1 X2
g = F — Fp (t)
2 |
F— AN
Z — NV VN——
Z k1 " k2 o k3
T 7T 77777777777 7 777 7 777777 77777777 777777777 7T T T 7T 7777770777777,

Figura 3 - Sistema com dois graus de liberdade

Aplicando as condi¢fes do equilibrio as duas massadta nas seguintes equacodes:

M ()+(k+ k) (Y- k(- R()}=0
Mm% () -k x()+(k+ k) x(}- K()=0
O sistema de equacdes sera resolvido aplicandcesmas principios do que no caso de

uma soO equacao. As aceleracdes das massas obé&paisgie do valor dos deslocamentos e
das forcas de excitagao:

; R k+k ky
X-(t) = -y +—=X,
Ui m m 3T

Agora a férmula de recorréncia
X411 = 2% = X+ X(AY?

devera ser aplicada sucessivamente aos dois deslotzsx, e X, , cujo valor é necessario
conhecer para que se possa determinar o valocdbsacdes no instante considerado.

O intervalo de tempo a adoptar na integracdo nuamélevera ser tal que represente
adequadamente a resposta do sistema com o menod@eratural. Deve, pois, ser da
8
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ordem de um décimo do periodo natural do modo beagdio mais baixo. O sistema
indicado na figura tem dois modos de vibragcao csineguéncias naturais iguais a:

wzzimt kpp + M Iﬁlil (”l Ky + My Iﬁj2_4(k11kzz_kfz)
"2 mm 2 m m m m

ondek, = k + k,, k,=—-k,e k,= K+ k,. O periodo naturdl, sera igual &n/ .

2.3  Sistema Elastico de um Grau de Liberdade corasipjador

Todos os sistemas estruturais tém um certo grauwlisgpacdo, o qual pode ser
determinante na caracterizacdo da resposta em geggtacionario. Ja& 0 mesmo nao se
passa nos casos em que a duracdo da carga é pegsemaetende determinar somente o
valor maximo da resposta.

O amortecimento em estruturas, pode ter variasasyrama das quais é o resultado da
friccdo molecular interna no material. Pode airefultar da friccdo nas juntas estruturais,
nao sO entre 0s varios elementos estruturais maseta entre a estrutura e 0os apoios. No
caso das estruturas que estdo em contacto conodjubmo € o caso do navio, 0
amortecimento da resposta estrutural, resulta tamibe transferéncia de energia para o
fluido ao qual também é transmitido 0 movimento.

Regra geral, o amortecimento estrutural € fundaaraente do tipo viscoso, ou seja, a
forca de amortecimento é proporcional a velocidaglegpde-se ao movimento. Para
representar o efeito do amortecimento num sistemandla e massa, a equacdo do
equilibrio deduzida na seccao 1.1. sera acres@dtatermo—cx :

kx+ cx+ mx- K3=0

ondec € uma constante de amortecimento. Quando estéaotmsem um valor igual ou
superior ao amortecimento critico:

C. = 2vkm

o sistema deixa de vibrar e fica com um deslocamngué diminui exponencialmente com
0 tempo.

Para resolver a equacdo do movimento no tempo,eg@eese como anteriormente,
calculando a aceleragdo em cada intervalo de teanpartir da equacédo do equilibrio
dindmico:

1

X—i—kx——'
m m' m)g

No entanto, neste caso também se torna necessdcidlac a velocidade em todos o0s
instantes. Para isso, pode considerar-se que eidaiie num dos intervalos de tempo, sera

9
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igual a velocidade média no intervalo anterior mais incremento provocado pela
aceleracao do movimento:

. X — %1 1 .

= T2 T At

T T2
Esta aproximacao € consistente com a hipéteseé@ntente adoptada de a aceleragéo ser
constante durante um intervalo de tempo, e repi@seivelocidade num ponto como a
média das velocidades que existem em pontos géde A2 mais adiantados e mais
atrasados no tempo. Substituindo a expressao deidatle na da aceleracéo, obtém-se:

¢ =Rk —dx - x,)/At
! m+ cAt/ 2

Tendo as expressdes para a aceleracao e a velcidadliferentes pontos, a resposta no
tempo é calculada da mesma forma do que a inditadacc¢ao 2.1.

2.4 Sistema Elasto-Plastico com um Grau de Libatda

Até aqui s6 se consideraram sistemas elasticoségueima resposta linear, ou seja, em
que o deslocamento é proporcional a forca sem hawerlimite superior para o
deslocamento possivel. A constante de proporciexdd € a constante da mola ou a
rigidez do sistema, a qual, muitas vezes néo arimependendo ela propria da extensao a
que esta sujeita.

Considere-se um elemento estrutural sujeito a unegamento dinamico, admitindo que
as deformacfes estruturais que se Iniciam no dondldistico, se podem estender ao
dominio plastico. No regime linear elastico e ngimee de deformacdes plasticas, a relacéo
forca deslocamento representa-se por um segmentectie com um declivik e um
segmento horizontal, respectivamente. A transigiand regime para o0 outro da-se com a
estrutura parcialmente plastificada e represenfaeseuma curva que faz uma transicéao
suave entre os dois segmentos de recta mencionados.

Em muitos casos praticos, a zona de transicdo ertoeportamento elastico e o plastico,
nao influi significativamente na resposta pelo gsi€aracteristicas do sistema idealizam-se
por um modelo elastico perfeitamente plastico em s@ considera que o elemento se
comporta elasticamente até se atingir o nivel spmedente a plastificacdo total. Apos
plastificacdo, o descarregamento é feito elastiosgnaté se atingir novamente o limite
plastico na direc¢do oposta.

A adequacao deste modelo depende evidentementeadasteristicas da estrutura em

causa. Numa viga em apoios simples, a carga darauptinge-se quando se desenvolve
uma rotula plastica na viga. No entanto, numa eigaastrada, s6 se forma um mecanismo
com a existéncia de trés rotulas, duas das quaiapmos.

A deformacédo que ocorre entre o inicio de formadaoprimeira rotula e o final da
formacéo da ultima é significativamente maior de go caso da viga em apoios simples
em gue s6 ha necessidade de formar uma rétula.

10
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x-l> F{t)

Figura 4 - Sistema de um grau de liberdade com ratzlato-plastica

As estruturas sdo normalmente dimensionadas pavallhbiarem no regime elastico, pelo
que em regra, as vibracdes a que estdo sujeitatytaiinente elasticas. No entanto, h& por
vezes situaglOes de carregamento particularmertiesimigue levam a respostas que entram
no dominio plastico. Um dimensionamento que emtre linha de conta com este
comportamento, permite grandes economias de nlatgrigue tira partido da grande
capacidade de absorcdo de energia que ocorre fasmdedes no dominio plastico. No
caso dos navios, uma situagéo frequente é o implacttasco nas ondas, o qual provoca
uma resposta vibratoria que podera ter picos dsitemuito elevados nos primeiros ciclos
de resposta.

Considere-se a resposta de um sistema de molasa m@sque a resisténcia oferecida pela
mola é proporcional ao deslocamerf®= kx) até se atingir a resisténcia maxirRg, a

gual corresponde um deslocamento limite do computdo elastico:
X, =R,/ k
A equacéo geral do movimento sera
mx+ R—- H9)=0

a qual pode ser representada por um conjunto destj@acdes, cada uma das quais com
um dominio de aplicacdo que depende do valor demef&o:

mx+ kx— H =0 se 0< x< %
mx+ kx—- H9=0 se X< X< X
mx+ kx—(%,— 3- K})=0 se (x-2%< x %
mx—kx - Kx- J- K}=0 se x,< x(x-2)

onde x, representa o valor maximo do deslocamento naaakun que se inicia o
descarregamento elastico de sentido contrariax_e o valor quando se reinicia 0
carregamento.

A terceira equacdo representa as vibracbes ekdlicasistema depois de ter havido a
deformacédo pléstica, e é vélida enquanto ndo seailem as deformacbes plasticas no
sentido oposto, 0 que ocorre quands (X, —2X,) . Nao se torna necessario estender este

11
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exemplo a este dominio, que ja tem menor aplicpgdtica, e que serd uma repeticdo dos
conceitos utilizados na deducéo da segunda equacao.

Para se desenvolver o calculo da resposta do sistentempo ha que ter em conta que o
valor da aceleracdo num dado instante dependelolodadeslocamento nesse instante:

)'<i=5—hxi se 0<x <X
m m
. _F
xizﬁ'—% k se X, <X<X,
5 _F
k==K ox) se (xm2x)< x< %,
., _F K
xi:E'+FXe se X, <X<(X,—2X%)

2.5 Métodos de Integracdo Numeérica Directa

O método de integracdo numeérica descrito nos pEfanteriores baseava-se na hipotese
de que a aceleracao e a velocidade eram consthnmtese periodos de tempo iguailta

ao fim dos quais tinham variacfes subitas. Estedodbode satisfazer o grau de precisédo
que se pretender, tornando os intervalos de te&mppdquenos quanto necessario.

Nos casos em que a solucdo da equacdo de equiigaoum procedimento pesado
computacionalmente, torna-se vantajoso utilizaoresl maiores dAt, a fim de diminuir o
namero de vezes que é necessario calcular o valaceleracdo. No entanto, para que isso
continue a conduzir a resultados precisos, € né&gtesgie o meétodo de calculo represente
adequadamente a variacdo da aceleracao e velomda@edois pontos afastados Ale
Diferentes métodos numéricos foram desenvolvidas pasolver este problema, e a
caracteristica fundamental de todos eles é de guesinam a satisfazer as equacdes do
movimento em pontos discretos no tempo. Entre g&tetos, o deslocamento, velocidade
e aceleracdo do movimento variam de acordo contdgps que variam de método para
método.

2.5.1 Método da Aceleracao Linear

Um refinamento 6bvio ao método anterior € aproxiengariacdo da aceleracao entre dois
pontos por um segmento de recta em vez de a coasicenstante e com variacbes em
degraus. Neste caso, a aceleragcdo num intervalo é:

R0 = % + 125 1) {<t<t,
e a velocidade obtém-se por integracao:
. . t .
X(t) = % +L x(1) dt

12
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onde x(t) é dado pela expressédo anterior. Resolvendo orahtelgtém-se:

ou

X0 = 5+ x(- D+ Ao <<y,

quandot =t_, a velocidade sera:

.Y
&ﬂ=x+5mﬂ+m

O deslocamento no pontia-{1) calcula-se também por integracéo da velocidade:

Gar | ) (At)z . .
X =%+ [ 7K dt= ok KOS (2K %)
onde x(t) se obteve da formula anterior de recorréncia.r&fida de recorréncia paxdaz
dependerx,,, da aceleracad,,,, a qual se calcula a partir da equacdo de movonbiute-

se que este método é autoiniciavel, ndo necessitdadjualquer procedimento especial
para calcular o primeiro deslocamento.

No caso de um sistema de mola e massa, resulta:

. 2

X, + % At+ 2 (ar)? + Fa (BU7
X . = 3 m 6
i+1 +5(At)2

m 6

1

Em sistemas mais complicados, n&do é possivel abtarformula simples para,,, pelo
que o procedimento a optar devera ser o de estimaralor parax,,, a partir do qual se
calculax,,, cujo valor sera depois utilizado nas equagdesqddibrio para corrigirX,, ,
repetindo-se o procedimento até se alcancar a ngénvaa.

A experiéncia de utilizacdo deste método reveloa dgve realizar-se um incremento de
tempo igual a 1/6 do periodo natural para se abtex precisdo comparavel a do método
de aceleracao constante com intervalos de 1/1@dodo.

2.5.2 Método d® de Wilson

Este método € uma generalizacdo do método da ac&tedinear, e considera que a
variagao linear ndo € so entre o instaptet,,, mas sim entrd; et ., =t +06 At. Este

método, que se reduz ao da aceleracao linear quardb, vai buscar informacéo do
movimento ent,,, para calcular o deslocamento ¢mEste método é incondicionalmente

estavel, desde gueseja maior do que 1.37, pelo que é frequente adoptaloro=1.4.

13
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Tendo a aceleracdo uma variacgéo linear, pode exgsén
T
X(t+1)=% +— (X, — % ara0<t<0At
(t+1) =X + o (Ko = %) p

Integrando esta expressao, obtém-se sucessivamente:
2

20At

XG+1) =%+ X1+ (X0~ %)

3

69At (X+6 1 )

1
X({+1) =X+ (T2 T+
as quais sao validas paba T < 6At . Substituidot = 6At nas duas expressdes anteriores,
obtém-se:

: o eat o
)§+6 = X +T()§+6 + X)
2

O
X =% +OAL X+

(%10 +2X%)

Esta Ultima equagéo pode ser resolvida em ordém a

2()?+9 )__X 2X

)g+9 eAt

02At

0 que se substitui na expressao da velocidadeoptea

)g+9 eAt(XHB ) 2X__)$

Para se obter a expressdo do deslocamento, € @ge@ssecurso a equagdo do movimento
com a hipétese que a for¢a de excitacdo tambérodeegxtrapolar linearmente:

"Fig=F +6(F.,~F)
Assim, a equacao do movimento resulta em:
MX,e+tCXo+ KXe= FrO(F - P

Substituido as expressdes da aceleragéo e veleadsth expressao e fazendo:

F = (ﬂ +— 3: )
i+0 ezAtZ GAt X|+9

" Obtendo uma aproximagéda g que a seguir se calcula de forma mais precisa.
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resulta em:

6m 6c 3m OAt
F.o=F+0(F,—-F +rr( + ‘ +2‘>‘<)+ —X% +2X +—X)
i+0 i (Il |) ezAtz)g eAtX ! eAtx | 2 |

expressdo que permite determinar a forca no iresiaft a partir de informacédo dos
instantes ei+1. Apds obtido o valor d&,,, a penultima expressao da o valordg.

Depois de obtido o valor de,,, utilizam-se as expressdes anteriores para dedwalor
dos deslocamentos, velocidade e aceleracao nasspsesguintes:

=B 6 -+(1-§)>-<
)§+1 93At2 )§+6 X eZAt x e h
. _ . At .
X=X +7()§+1+ X)
At?
X=X +At )I( +?(X+1+2X)
expressdes que constituem as férmulas de recaargoei permitem progredir no tempo.

2.5.3 Método de Newmark

O método doB de Newmark representa outra generalizacdo do méladaceleracédo
linear, o qual, no entanto, d4 um peso varidveledesacdo nos extremos do intervalo nas
expressodes da velocidade e aceleragéo:

).g+1: X +((1_B) )$ -l-B)|(+1)At
% :>§+XAt+((1—a) '>'<+ot'}<jA€
+1 ) 2 | +1

Dando valores diferentes aos parametfoe o, obtém-se métodos com diferentes
caracteristicas. Con=1/2ea =1 6, obtém-se o método da aceleracao linear, enquanto

B=1/2 ea =14 representa 0 método da aceleragdo constante.

Procedendo como anteriormente, utiliza-se a equég&aguilibrio para obter a aceleracéo
X, em funcdo dex,, X,, € F,, . Substituido nas equagdes anteriores, obtém-se as
férmulas de recorréncia:

-1 . .
ALY W) {F m mh (L B (£ +(ﬁ_2)amc}
alt alt alt alt 2a alt a a 2

Xi+1:).§ +(1_ﬁ)AtX+/8At'¥+l

" _ X1 T X X| ( 1 )
QI L= A R BEpE i | 73
MTTOA? T o A
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Este método introduz um amortecimento artificiag guroporcional éB _E) ,0quesoé

evitado quando se escolfe=1/2. Quandd3 é menor do que 1/2, ha um amortecimento

negativo, o qual produz uma vibracdo auto-excitadaltante do procedimento numerico.
Por outro lado, quand@ é maior do que 1/2, o procedimento de calculamdiz um

amortecimento positivo que reduz a amplitude daass.

2.5.4 Método das Diferencas Centrais

Enquanto os métodos anteriores foram deduzidosrt&x pi@ conceitos de analise do
movimento, e de hipoteses relativas a variacaoettaciade, ha outros métodos que se
baseiam em aproximar as derivadas por diferengaadi

O método das diferencas centrais consiste em ex@inelocidade e aceleracdo no panto
em funcéo da informacao nos pontos1 e § +1), o que se deduz a partir das expansdes

em série de Taylor:

_ A AR
Xag =X +ALY +77 X A== X ...
At? At

X =X —AUY +—- X === X +...

Considerando s6 os dois primeiros termos desta s&ubtraindo-os, deduz-se a expressao
para a primeira derivada:

) 1
X =— (X, —
i ZAt( i+1 )g—l)

Utilizando agora, trés termos das séries e somasdmbtéem-se a expressao da segunda
derivada:

1
X; —F(ml-bﬁ +X_1)

Introduzindo estas duas expressdes na equacaowvimembo resulta em:

m{Xi+1_2)§2+ X_1}+C{>§+1_X—1}+k)§ — F|
At 2t

0 que permite determinar o deslocamento no instigpte

SRERESLT IRT e

Repare-se que esta formula de recorréncia dependalar do deslocamento nos instantes
i ei-1 e da forca em 0 que resultou de se ter utilizado a equacaadiilerio no instante
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i em vez do instanté+l), como nos casos anteriores. Por isso, este éétodmexplicito
de integragéo.

No entanto, é necessario um procedimento espemialipiciar o processo de célculo, pois,
no instante zero o deslocamento dependg_d€onsiderando a equagéo do equilibrio em

t = 0, obtém-se:
L, 1 .
XO_E(FO_CXO_kXO)

onde X, e X, sdo a velocidade e deslocamento iniciais. Sulukii esta expresséo na das
derivadas permite determinar:

2
X, = XO—AtX0+A—;XO

com o qual ja é possivel iniciar o processo deut@lda resposta.

Embora este método de integracdo tenha a vantageserdexplicito, tem também o
inconveniente de ser sO condicionalmente estavesefa, € necessario utilizar valores de
At inferiores a um dado valor critico, para que oauétseja estavel. Pode provar-se que o
método sé é estavel quando

A<T /n

ondeT, é o periodo natural de vibracéo do sistema.

2.5.5 Método de Houbolt

Este método também se baseia em aproximar as dasivpor diferencas finitas,
envolvendo, no entanto, quatro pontos em vez dect#0 no caso anterior. As expressoes
da velocidade e aceleracao séo dadas por:

. 1
X1 :a(llxiu_l&ﬁ + 9’?—1_ 2%(—2)

o 1
X = W(zxnl —5% +4x_,— )u(—z)
Este método de integracéo é implicito, pois, védizat a equacédo do equilibrio no ponto

i+1 para determinarx,,. Substituido as duas expressdes anteriores nag&xudo
equilibrio emt,,, obtém-se:

_(2m+110+kj'1 c +(5ﬂ+§) _(ﬂ+ij +(£+Lj
%= (a2 "6t a2 T S T A Taan) ST A T

17



VIBRACOES DENAVIOS

Note-se que € necessario sabgex, para se Iniciar este processo de calculo.

Normalmente utiliza-se o método das diferencasrasnpara arrancar o calculo nos dois
intervalos de tempo Iniciais e depois passa-seddodibolt.

2.6 Métodos de Integracdo da Resposta

Os métodos de integracdo directa que se acabaratesdesver recorrem directamente as

equacdes do equilibrio, as quais sdo satisfeitassnoessivos pontos no tempo. Estes

métodos sdo Uteis para sistemas complexos ou mgardis. Sistemas mais simples podem

ter a resposta descrita por uma solugdo analiisaequacdes o0 que, no entanto, sO sera
aplicavel para excitagdes harmonicas.

A resposta de sistemas simples a excitacdes hatasd@isobejamente conhecida. quando
a excitacdo ndo € harmonica mas € periddica, piildgse o integral de Fourier para a
representar por um somatorio de func¢des periddiDasta forma pode calcular-se a
resposta do sistema a cada uma das componentes)dois#e a resposta total por
sobreposicao das respostas de cada componentatdioe quando a forga de excitagéo
nao é periddica, pode calcular-se a resposta sr@ora resposta a um impulso juntamente
com um integral de convolugao.

2.6.1 Resposta a uma Funcéo Periédica

Quando a for¢a de excitagcdo é periddica, com uogel = 2n/ w, pode representar-se
por uma série de Fourier:

F(t) :% +ia1. cosiwt +iq seniwt
i=1

i=1

onde os coeficientes sdo:

- 2(F it d i=01,2
ai—?jo (t) cosiux dt 1=01,2,..

= Z(F(t)senictdt  ,i=12
h—?jo (t) seniut dt i=12,...

Com esta representacdo, a equacdo do movimentondesisiema massa, mola e
amortecedor é:

mX+ Cx+ kx=%+2a1— cosiwt + Y b seniot
i=1 i=1

A resposta a esta excitagdo pode obter-se a mtisobreposicdo das respostas as
seguintes equacgoes:
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mx+ cx+ kx=%
mx+ cx+ kx= @acos w't ,i=1,2,..
mx+ cx+ kx= psen vt , =1, 2,...

que se obtém separando a forca de excitacdo irdimadsegundo termo nas suas varias
componentes.

As solucdes destas equacdes sao:

*o(1) = 8/ 2k

X, (1) = <EL cos (ut - @, )
Ja-i2 a2+ 2zin)]

b/k sen(ict — @)

X2i(t) = \/[(1_ i2 )\2)2 N (Zzl)\)z]

ondeA -9

28iA j
1-i2 A2

¢ = arctg(
Finalmente a resposta total € obtida somando ssip@s de solucdes:

X(O= %0+ Y 050+ %(9)

2.6.2 Resposta a um Impulso

Considere-se o impulso transmitido pela fofcgue actua durante um periodo de tempo
muito curtoAt. Este impulso vai provocar uma variacdo na quadédde movimento do
sistema:

t+At
| :jt F.dt=mx(t+At)— mX )
O impulso unitario define-se no limite em gie -~ 0 como:
1t = [ Fa).dt=1
= ["F(t).dt =

Esta definicdo implica que tenda para infinito naquele ponto para que o isgppbssa ter
um valor finito quandalt tende para zero.

Considere-se agora um sistema de massa, mola éeagtor que satisfaz a equacao:
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mX +cx+kx =0

e gque é sujeito a um impulso a partir de uma posigéin deslocament®, e velocidade
X, .

A resposta é dada por

X + 4t %o
@,

sena)dt}
d

x(t) = exp(—{a)nt)[xo cosw,t+

onde o amortecimento e frequéncias naturais denséstcom e sem amortecimento sao
dadas respectivamente por:

é=cl2mw,
— 2
Wy = w1-€&

w, =vk/m

e a massa esta em repoysg = X, = 0) para ¢ < 0) , e se no instante= 0 Ihe é aplicado
um impulso unitario, vem

1(0)=1=mxXx.-mX = mY¥
donde a velocidade inicial da massa é
X, =1/ m
e a resposta do sistema fica:

senw .t
X(t) = exp(-w,t) d
mw

=h()

d
0 que se define como resposta a um impulso uniggmrepresenta phoft).
Se o impulso tivesse um valerem vez de ser unitario, a resposta detig).

Finalmente, se o impulso em vez de ser aplicadmomentot = 0, o fosse quands 1, a
resposta vem:

X(t)=F h(t-1)
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2.6.3 Resposta a uma Funcdo Aperiddica

Considere-se agora que o sistema é excitado porfangea qualqueiF(t) ndo-periddica.
Esta forca pode considerar-se constituida por unjuotd de impulsos de duracax
muito pequena e com uma intensidade igu&fta A resposta devida a este impulso sera:

dx(t) = F(t) dr Ht-1)
resposta resultante de uma série de impulsos od#guor integracao:

x(t) = j;F(r). h(t-1). dr

ou seja:

1
ma,

x(t) = féF(r).exp{— Ea, (t - r)} senwy t-1)dr

expressao que é conhecida como o integral de asgdmide Duhamel. No caso de funcdes
arbitrarias, o integral ndo tem expressao anaktiaaalia-se numericamente.

Note-se que o0 célculo da resposta do sistema ness® tem caracteristicas
fundamentalmente diferentes dos casos analisadosecgiio 2.5, onde era necessario
resolver a equacdo do movimento a cada instantenmeo. Neste caso, torna-se necessario
calcular numericamente um integral.

2.6.3.1 Integracéo por Aproximacoes Constantes

A funcéo de excitacdo pode representar-se por umoiaim de impulsos rectangulares com
uma intensidade igual ao valor da funcéo no instamtédio do intervalo de tempo e com
uma duracao igual Ar.

A resposta do sistema durante o intervalo de teemge t_, et. obtém-se somando a
resposta devida & a que existia ent =t,_,, que funciona como condic¢&o inicial. Assim,
obtém-se:

X = %{1— exp| - ¢ —ti_l)]{ coszuy (t —ty) + ‘Z‘)” sena, (t-t,_) } "

d

X1 t 40 %
Wy

+exp[-fwn (t —ti_l)]|:Xi_1 cosegy (t=ty) + senc, (t _ti‘l)}

Esta resposta, que é valida no intervalo epyyet, , vai tomar o valox, quantot =t :
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F
X; :?I{l_exp (_Ea)n Ati {COSC()d Ati +%senwd Ati :|}+

d

X1+ X1

Wy

+exp[— éw, Ati]{xi_1 coswy At + senw Ati:|

Diferenciando a expresséo x{§) e avaliando-a no instante= t; obtém-se:

F_
X =8 e (-, {1+%sema Ati +an exp a1t )

et k.
{-&_ﬁema o+ a;% " -%(&_wosa& o+ a? 1 seneg AtJ}

Estas duas equagfes permitem o calculo do deslatareevelocidade no instante a
partir da informacé&o no insistg, sendo formulas de recorréncia que conduzem aalealc
da resposta no tempo.

2.6.3.2 Integragao por Aproximacoes Lineares

Representando a variagdo da funcdo de excitacaanparaproximagao linear entre dois
pontos, obtém-se uma melhor descricdo da hist@ifoda. A formula de recorréncia
obtém-se por um procedimento analogo ao da antesaitando em:

i n

_ 2 512
X = (F-F.) A, Z_E +exp (-{w, At, { 23 cosw, At, W m A, serw, Atij +
kt w wnz wn wd

0N

d

+%(1— Ew, Ati)(coswd At + serw, Atij +

+&W, X4

senw, Atij
(‘Od

X _
+exp (-Ew, At, {xi_l cosw, At +—=

A correspondente expressao para a velocidade é:
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_(F-Fa) {1— exp (€w, At, {Coswd At + - SEM% Atij} '

Kt

Wy

2
+%exp €, A Y20 senw, At + exp CEw, At ).
w

d

.{)‘(i_l cosw, At —%(Kﬁ% X_ljsenwd A?}
d
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3. FORMULACAO DOS PROBLEMAS DE DINAMICA

Muitos problemas de dinamica resolveram-se a mataplicacdo directa da segunda lei de
Newton e da consideracéo de forcas e quantidadeoslenento, o que conduz a equacdes
diferenciais do equilibrio.

Alternativamente, pode considerar-se a energiaistensa e, a partir desta formulacéo
deduzir as equacdes do movimento. Enquanto no pancaso se utilizam grandezas
vectoriais, no segundo opera-se com escalares.

3.1 Principio da Conservacédo da Energia

Considere-se uma particula de massgue se move ao longo de uma curva sob a ac¢ao de
uma forcaF . Definido a posi¢éao da particula num dado instpete vectorr , o trabalho

elementardW que se produz quando a particula se move a digtéhc € dado pelo
produto interno daqueles vectore®V = F. dr.

O trabalho realizado ao deslocar a massa do pop&nal2 ao longo da trajectéda dado
por:

W, =" F.dr

No caso de uma particula com massa constante, aldeiNewton diz-nos que
F =m(dr/ df)y, o que sendo substituido na equacdo anteri@ndotem atencdo que

dr=r.dtconduz a:

ry _ t, d£ _ 1 t d - _
W, jr F. d_r—j ma.r dt _EL ma([.g)dt =

1 ty -

1 1 . 1 . 1 .
EmIZ'LZ_EmIr[l:EerZ_EmEZ:T(tz)_T(E.)

ou seja, o trabalho realizado entre o ponto 1 eéqu& a diferenca da energia cinética
nesses pontos, a qual é dada por:

T:lm_'r._'r
2

Define-se um campo de forcas conservativas comel@agm que o trabalho realizado em
mover uma particula de um ponto para outro, depelade posicdes iniciais e finais,
independentemente do caminho percorrido.

A energia potenciaV/ (r,) associada com a posi¢épdefine-se como o trabalho executado
num campo de for¢cas conservativas para mover eylarda posicde para uma posicao
de referéncia,
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W, = [" Fodr=[" Fdr+ [ F.dr=Vv(r)- [ "F.dr=-{V(r,) - (1)}

ou seja, o trabalho feito num campo de forcas cuateas € igual ao negativo da variacao
da energia potenciaV/:

dW, = —dV

As forgas nédo-conservativas envolvem dissipac&endegia como acontece com a friccéo,
0 que torna o trabalho que produzem dependentermanso. As forgas conservativas, por
nao dependerem de percurso, podem deduzir-seiadgauma funcao potencial, ou seja:

dwWw= F dr=-dvV=-0 V. dr
onde o gradiente é dado por:

9.

O=—i+ J+iL<
= 0z

9

ox oy

e a expressao anterior condug & -1V .

Fazendo o produto externo destas expressoes, tqoese
OxF=-0x0V

Uma funcéog em qued®@/ ax dy = d°p/ dyd x obedece a relagao:

Ox0¢=0

a qual implica que o divergente #e se anula:

OxE=-0x0V=0

ou seja, num campo de forcas conservativas, oginee deF € zero, ou seja, o trabalho
feito por uma for¢ca num percurso fechado é zero.

De um modo geral, pode representar-se o trabathbpioduzido por um sistema de forcas
como o somatério do trabalho conservativo e nds@wativo do sistema:

Wi, = Wy + W,
onde o trabalho ndo-conservativo é dado por:
Wigne =W = Wz = (- MW+ (V%= M=( T+ V-( & V= B §
A energia totaE representa a soma da energia cinética com a pakenci

E=T+V
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Num campo de forcas conservativ&s, . =0, o que implica que
E,=E =E

ou seja, a energia total de um sistema permanetdacde, 0 que constitui principio de
conservacao da energia.

3.2 Energia Potencial de Deformacéao

Considere-se uma mola de comprimento iniciah qual € distendida um comprime®o
no dominio elastico. Neste caso, a forca na mgleoporcional ao deslocamento e numa
posicao intermédi® < x <d a forca de restituicdo que se desenvolve é:

F = —kx
e actua na direc¢do oposta ao deslocamento.

A energia potencial na posic@oé:

V(@)= F dx=—kj5°xdx=¢% k%:% 5

qual fica armazenada na mola e é igual ao trabfaltmpelas forcas exteriores.

Uma barra de um material isotropico definido pelagéo tensdo-extensao ¢ : )
o=Ec¢

ondeE é o mddulo de elasticidade, comporta-se de modelkamte a mola. A energia
potencial num volume elementar é:

dV=10£ AdleiiAdx
2 2 A AE

A energia total obtém-se integrando a energia pa@kao longo da barra:

2
V=£J'Los Adx:EJ-L Ec? Ad><:=1 Lidx
270 20 2°0 AE

3.3 Principio do Trabalho Virtual

Considere-se os deslocamentos virtuais, dy,,6z como variagdes infinitesimais e

arbitrarias das coordenadas de um sistema. Estescdmentos para serem possiveis tém
de ser compativeis com as restricbes ou condic@&drahteira do sistema. Se as
coordenadas estéo relacionadas pela equacao rigiest
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f(x;y,z,)=C ,1=1,2,...,n

os deslocamentos virtuais devem ser tais que
f(xi+0%,y +dy 2+0%z, )= C , EL2,...,n
para qualquer valor do tempo

As operacdes que regem as variagdesao as mesmas que se aplicam aos diferemntiais
Assim, expandindo esta expressdo em série de Ttorse que:

AN & Vi j
flx +d%,y +oyz+9dz, = f(ix,iyiz ¥+ (—d( +——0y +—— 0
(| %, Y TOY £ 0 ) f(iX, i Vi ):ig‘ld(i i Oyidll 0~.Z|5Z|
o que face a definicdo da fund&), implica que:
2(&6& +i6yi +i62ij =0
ay; 0z

i=1 aXi

Esta € a equacao que os deslocamentos virtuaiseéatidfazer para serem compativeis
com as restricdes do sistema.

Considere-se agora uma particukctuada por um sistema de forcas com uma resailtant
R . Se o sistema estd em equilibrio, a resultanter@ 2 o trabalho feito durante um

deslocamento virtual é zero:
W =R.05 =0

Se o sistema de for¢ds tem também um conjunto de restricogs o equilibrio resulta
em:

R =F +_fi =0
Substituido esta expresséo na do trabalho resulta e
OW = F;.or + f .ar, =0

Normalmente as restricdes sao reaccdes que sevdes&sn nos apoios do sistema, 0s
guais ndo se movendo, ndo permitem que se prodalzdo. Neste caso resulta que

Ei'a[i :in 6Xi + Fyi 6y| + FZ\ 6% =0

Se o sistema for constituido pemparticulas, a soma do trabalho virtual em todas &m
de se anular:

6W=i6W=§_R.6{=O
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Também neste caso, eliminando as reac¢fes conslpréssao do principio dos trabalhos
virtuais:

N
ZEi'6£i =0

i=1

o qual diz que num sistema de forcas em equililoritrabalho executado pelas forcas
exteriores ao sistema atraveés de deslocamentesigittompativeis com as restricdes do
sistema sé&o zero.

A variacdo da energia potencial associada com sle@@nentos virtuai®x, dy, edz de
uma particula é:

oV :a_vax+a_vay+a_véz
0x oy 0z

Num campo de forcas conservativ@®yV = -6V mas segundo o principio do trabalho
virtual:

N = F.dr=0= —(%dﬁ%dﬁ%dzj

Dado que as variacdes sao independentes, estdheqné satisfeita se:

0 que representa as condi¢des paragiemha um extremo, isto €, para que seja um ponto
de estacionaridade.

3.4  Principio de Hamilton

O principio dos trabalhos virtuais foi deduzidogparcaso do equilibrio estatico, podendo,
no entanto, generalizar-se ao caso dindmico coecarso ao principio d'Alembert. O
principio de Hamilton considera todo o movimentosikiema entre os instantgset, ,

sendo, pois, um principio integral. A vantagem el@sincipio € que se passa a operar com
escalares que sao independentes do sistema decadas utilizado.

Quando a resultante do sistema de forgag fi , que actuam numa particuta ndo séo
iguais a zero, vao provocar uma aceleracda@ qual estd associada uma forca de inércia
m ¥

Fi+f -mi1 =0

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais aocccdméamico vem:
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(Ei-m1)dr, =0

e para um sistema dfemassas sera:

N N N N

2(E -mE).or =3 (F -m%)8x+> (F - my).3y+> (- m33,z0
i=1 i=1 i=1 i=1

O trabalho virtual produzido pelas forgas é:

Alterando a ordem dos operadoresdt e d resulta:

O, an)=r.8, 8, = 8, +3{ o
dt 2

donde
o= a8 2
dt 2
Multiplicando ambos os termos pan e somando obtém-se:
N N d N 1 N d
Zm T, oF; = Zm_(ti'ati)_éz_mi(ri —r) = zmi_(ti'ar_i)_a-r
i i=1 dt i=1 2 i=1 dt

ondeT é a energia cinética do sistema.

Tendo em conta que:

e substituido esta expressao na anterior, vermiarake

N
ST +3W= mo(r,ar,)
i=1 dt

Considere-se uma variac@o; ao percurso de um ponto materialtdat, . Nos extremos,
0 percurso real e a sua variagao séo coincidantpi¢cando que:

or, =0emt =t, et =t,

Multiplicando a expresséo anterior e integrando entrg et, resulta em:
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t, _ [t d . _ t; d . - .
T raw = [T mE e a)d= [ m S (B == Ym g

t
t1
Como a variacaa@r; se anula nos extremos do percurso resulta que:

t
L (5T +3W) dt=0

1

No caso de forcas conservativad$V = -0V donde resulta finalmente, o principio de
Hamilton:

:ZLdt=O

onde o lagrangearioé (T-V).

Havendo também forgas ndo-conservatik/gs, o principio de Hamilton toma a forma:

6j:2 (T -V) dt+ j:z F...5r=0

3.4.1 Sistema de Massa e Mola

Considere-se agora a aplicacdo do principio de ltamao estudo de um sistema de uma
massa e mola actuados por uma fércAs energias cinética e potencial do sistema serao

onden é o deslocamento do sistema.

Substituindo estas expressfes na do principio daltda resulta:
(1 1 2

5 t(—m'uz—— k&) dt [* R)dudE=0
4\ 2 2 Y

Aplicando a variacd@® aos varios termos vem:

t

1

(1 Mm20dU-= K2 uS g detz 5 udt 0
2 2 °]
Integrando por partes vem:

mudu

t-J sumude [T ké udef B udto
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ou
j:: (mu+ ku- B Sud- mu I =0
0 que implica que

mi+ku=F

ja que as variacbedu sao arbitrarias. Esta é a conhecida equacdo damanio que
anteriormente tinha sido deduzido a partir de cmracdes de equilibrio.

3.4.2 Vibracbes de uma Barra em Traccao

Considere-se agora uma aplicacao do principio cheilkden ao movimento longitudinal de
uma barra. A energia elastica de deformacdo de Umaaa que se deforma
longitudinalmente é:

V() == jEA(x){a”(Xt)} dx

ondeEA (X) é a rigidez da barra e & o deslocamento longitudinal. A energia cinética

(0= 2 9| 200 o

onde m(x) é a massa por unidade de comprimento da bampan€@pio de Hamilton neste
caso fica com a seguinte forma:

ty _ t ou _ ou _
6jt1 (T-V)dt 5L1 {—j atj dx —j E A(a j dx }_
J‘tz ,[L ou 6(6u) J- £ Aau 6(‘9”) dx dth =
t, |40 ot ot 0x
Alterando a ordem de integracéo e dos operadbess /ot , integra-se por partes:

J-tz %) 6(6U)dt - J-tz aui(é )dt—( au) ;2 _Jﬂzg(m%)(éu) dt=
t \ ot ot t  dt ot ot todwgt\ ot

-[*m Ut
L Ot

poisdu=0emt=t, . O outro termo vem:
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[E A%E)(%j dx = j EAﬁi(a)dx—
0 0xX \0X
( ja\ La( a“)es dx
ax\ - ax

substituindo estas duas expressdes no princigitadelton:

jtz J’L(i(E Aau) 6uj6 dx- (EAa—UJBU‘S dt=0
t |90\ 09X 0x ot? 0x

Esta equacdo tem de ser satisfeita para uma vadacgdbitraria, a qual, no entanto, tem
de se anular nos extremos do intervale0 e x = L. Neste caso resulta que:

2
0Xx 0X ot

e
(E A—)Bu‘ =0

Estas duas equacles representam a equacao déémmenovimento e as condi¢cdes de
fronteira deu que tém de ser satisfeitas, ou seja nos extremasgd, oudu=0, o que
corresponde a fixar o deslocamentodaiox = 0 o que implica uma rota¢éo nula.

3.4.3 Deducdo das Equacdes das Vibracdes Transveesdigas

Como exemplo de aplicacdo dos principios geraidin@mica considere-se as vibragfes
transversais de uma viga néo uniforme.

Considere-se que num ponto qualgxeno longo da viga, a massa por unidade de
comprimento ém(x), a area da seccdo transversaA® e o momento de inércia
relativamente ao eixo neutrd ). A deformacéo transverszk,t) no pontox e no instante

t resulta dos componentes de flexao e esforgo tressv@ declive da viga indica-se por:

0z(x, 1)
oX

= (%, t) +B(x, 1)

ondey é a rotacdo devida a flexa@ € a distorcao devida ao esforco de corte.

Considerando-se que as deformacdes transversaisotagdes sdo pequenas, 0 momento
flector € dado por:

M(x.1) = E1(x). 22

0x
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e o esforgo transverso é

Qx Y=k G ANB(x}

ondek é um factor que depende da forma da secg¢éo da viga.

Para aplicar o principio de Hamilton generalizadqrime-se a energia cinética por:

T(t)=%j( jm( X) dx +—j( j J(x) dx

Donde L é o comprimento da viga &X) € o momento de inércia por unidade de
comprimento da massa. O momento de inércia da melssaona-se com 0 momento de
inércia da seccao através da densidade do material:

m(x)

I =p. I(x)=—— A

1(x) = kem(®)

onde k, € o raio de giragao relativamente ao eixo ne#trgariagdo da energia cinética
vem:

0z, 02 an o
6T_I0ma_f cd IK (atjx

O trabalho virtual produzido no sistema tem a camepte das for¢as conservativas, a qual
é igual a variagdo da energia potencial, e a coemiernao conservativa igual ao produto
das forgas aplicadat,x) pelo deslocamento transversal:

BW() =BV +BWe()= -8\ )+ [ 6 X33 € Xt x

A energia potencial é dada por:

V(t):—J' M(X, dx+ jQ(x,t)B dx=

_ip oY L 1t 2
-EJ'OE I(x)(&) dx+§jO kG A X B dx
A variacdo da energia potencial obtém-se destaesgfo:
_ (‘e OV atuj L
3V _jOE. |&5(& dx+J'OkKG ABSB dx

onde a distorcéo é dada por:
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_9z _
B_ax {7

Introduzindo, agora, as varia¢cdes da energia camé&tido trabalho virtual na expressao do
principio de Hamilton generalizado, vem:

[toroare [ {nfee 5 o cnfy( 5 - e 13t ) o

L2 0z 0z L
jo kXG.A(& ij 6(& ij dx+j0p6z d>} dt=0

Trocando agora a ordem de integracdo engree integrando por partes, obtém-se:

t2 )
[*m 0z 6(‘92) dt=["m> 9290 57y dt= mZ [ ( az) (52) dt= j m—esz dt
wooot \at 4 at ot at iy u ot
0 que é consequéncia d&2=0emt et, . Por um processo analogo demonstra-se que

L 2 an an 2
J'tlk e dt—lexm—émdt

Integrando agora as expressfes que envolvem aslec@aolas espaciais, obtém-se as
condicbes de fronteira, jA que as variacbes dosoameentos ndo se anulam nas
extremidades da viga, mas somente nos extremogatvalo de tempo:

IE "ox 0x (6xj dx _-[ = I(?;)L(j aax(&“) dx= (E |aL|J) J-OGX(E I?;p) oy dx

joLkXG.A(%—qJ)é(%—wjdx={KG»‘{%—¢) {L—OOX{ A(az )}

5z dx- —jOLK G ;é%— ij} S dx

Substituindo o resultado das quatro integragfesppaes na expressao do principio de
Hamilton generalizado, vem:
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t, 0 9°
j {j (axk G &— ijj F p} 0z dx+
N oz , &
+, {_( axj th G Ak q’)}_kx Mo O 9%~

( a‘“j&p {kGA(aZ ) %0} dt=0

Dado que os deslocamentos virtuais e 6z sao arbitrarios e independentes, no dominio
0<x <L, asatisfacdo desta expressao obriga a que:

{kG A(az—wj} mgzz +p=0

2
3[E1%) ek 0] Y
0Xx ot

ao longo da viga. Para além disso, é necesséarimétamue:
Gl =L
0z L
(o A%y -
{ X 0x v }0

Estas expressfes implicam que nas extremidadesgdase anulam as variacbes dos
deslocamentody e dz, ou entédo, as correspondentes expressoOes eréragss.

As duas primeiras equacdes condicionam o movimggtoarra, enquanto as duas ultimas
sdo as condi¢cOes de fronteira. Estas implicam @seentremidades da viga o momento
flector ou a rotacdo da viga se anule e que o@sfoansverso ou a deformacao de corte
também se anulem.

Uma das grandes vantagens destes métodos varigaies@e na indicacdo das condicoes
de fronteira que devem ser consideradas no probl&mague resultam de condicdes
geomeétricas, € que envolvem os deslocamentos, sawralicdes geométricas ou as
essenciais. Quando as condi¢cdes geométricas n&uBéentes, os métodos variacionais
indicam as condicfes naturais, as quais envolvemasentos flectores e o esfor¢co de
corte. As condicdes de fronteira essenciais e iaadis completam-se por forma a que a
solucéo das equacdes diferenciais é Unica.

A deducéo das equacbes de movimento desta vigartivem conta o efeito da deformacéo
de corte e da inércia de rotacdo. No entanto, egasvcom as dimensdes da seccao
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transversal muito inferiores ao comprimento dadagstes dois efeitos sdo despreziveis.
Neste caso, as equac¢des podem ser combinadaamdsuim:

a—Z{E. 1(x)

ox?

0°z(x 1) _
ox*

-m(X)

0°z(x, 1)
ot’

Quandop = 0. Esta € a equacdo diferencial das vibracfesslieeuma viga de seccdo ndo
uniforme.

Desprezando as deformacdes de corte, vem:

0z(x t
Wi = 2220
X
donde o momento € dado por:
2
M(x, 1) = E 1000 2%
0x

e o esforgo transverso sera:

Q(x 1= - IMXY _i{E_ PG ¢ t)}

ox 0X ox?

Considere-se agora uma solucao da equacao comna €& variaveis separaveis:
2(x9=2Z% f(}

Introduzindo esta expressao na eqn. (5.21) resnita

1 d_i{E_I(X)dZZ(;gt)}:_ 1 dzfz(t)
m(x) Z ¥ dx dx f(t) dt

onde cada um dos termos da igualdade depende wdaeariavel. Para que a igualdade
seja satisfeita para qualquer valor das varideemgcessario satisfazer simultaneamente as
seguintes equacoes:

d? d’zZ(x | _
dXZ{E'I(X) dX2 } (,On‘(X)Z()Q O
d2f (1)

dt?

+w? f(t)=0

Desta forma a equacéo diferencial as derivadasagmafoi transformada em duas equacdes
diferenciais ordinarias. A segunda conduz a umaggol harmonica no tempo, enquanto a
primeira, sendo de quarta ordem, necessita decqoatidicoes de fronteira.
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Para se obter a solucdo deste sistema de equagiEsessario resolver o problema de
valores préprios, que consiste em determinar osresldew® que permitem obter a
solucéo néo trivial. Para cada valor proprio owactristicow?, existe uma solu¢éo nao

trivial para Z(x), a qual € a funcdo prépria ou caracteristica céada aquele valor
caracteristico.

Como a equacdo em ordemfdt) é homogénea, o produto de uma constante por uma

solucdo € também solugéo do sistema. Assim, asoquatdicdes de fronteira determinam
a forma de solucdo mas a sua amplitude é arbitraria

3.4.4 Viga Encastrada com Carregamento Lateral

Considere-se agora o caso de uma viga encastranlaugo carregamento laterp(x,t)
distribuido ao longo da viga e um peso concentrigdoolocado no extreme=L da viga.

Neste caso as energias cinética e potencial éalliasao dados por:

T=£J'Lm\'/\f dx
2o
1.0 (d?w)’
V==]Ell—| dx
270 dx

W=RowW L+ | Hx )5 § dx

O principio de Hamilton vem:
ajt{ Lo -1 [ LEI(
0o|Jo 2 2Jo

Aplicando a variagdo aos termos da equacao:

: W] }dt+jt{%6v{L)+pr§ X)W X dx deO
dx 0 0

[{mwswdx-[ EI1wsw dx £ @h+[ P wix cto
0°JO 0 0
Integrando por partes vem:

(mwdwy— [ [ mws wdtdy-[{ EMS Wo—( EWS fy-[( EHWS widx et

+j;{e) 3w L) +Ep6wd}< di= 0

Coligindo termos resulta:
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ﬁ IOL(_mW‘(E IW)"+ pdwdx-[( EIW, + ) W)
—(E W), 3W0) —(E W) _dW( ) +( E W), 3W 0} dt=0

t . -
Para quej'o(.) =0, € necessario que cada termo do integral se anule:

-miv—( E Iw)"+ p=0 (equacdo de equilibrio dindmico)

E wW')'+R =0 esforgo de cort
EMx=1L {( J+H 0 condicBes de fronteira de forcas

(Ew)=0 momento flecto

(EWwW),dW0)=0-3W0=0 ou w"(Q= Q condigdes de fronteira
(Ew),0W(0)=0-dw(0=0 ou w(Q= 0geométricas

3.5 Equacgbes de Lagrange

Num sistema de particulas descrito pelas varid@dejzosicaa ; , pode utilizar-se um outro
sistema de variaveis generalizadpsgue:

r,=r,@,9,,-..,9,,t)

onden é o numero de graus de liberdade do sistema. Axigades obtém-se por
diferenciacéao:

r :%:%' +%q+ +a_Lq +0L
BT og M ag, 2 o T o

A energia cinética do sistema sera:

A ( o o, & ar ararj
=— h.h == QG+2— ) —Q +—.—
2 MEh=50.m ZZaqr q r ot Zaq ot ot
donde resulta que

T=T(q9,q,9 1=12,...,n)

A variacdo da energia cinética é:

Integrandodt det, et, vem:
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jaT dt—zj—aqk dt+ZITéqk

—1t k=1t
mas

dg _
oG, =0— 6
% at otk

trocando a sequéncia da aplicacéo da variacaal#edanciacdo vem:

]: 5, dt= ja—Ti(ak)dt
t

K
e integrando por partes,

TaTd

3q,) dt=
94, prCEY)

ar=—[a[0T
I5 (aqkj = {dt(aqkjaqk *

pois &g, =0 emt, et,.

Substituido esta expresséo na da energia cinéina v

% % 20T 2 d (6Tj
ST.dt=3[ T dt=Y [—5q, dt-> [—| —|5q, dt=
Jorat=a| T a3 fgq, 50 42 gl oq )5
eI RE)
=- 5q, dt
é{(dt(aqk aq, o

e ha forcas exteriores a actuar no sistema, olti@batual é:

onde a variacdo do deslocamento se pode reprepentar

5t =2 5, + 20 a4 g
" q, o, " T ag, O
€ portanto:

P or. or. or.
oW = Z(_Fj ~-0q, + F; —-8g,+.+F, ;’éqnj
=\ 0q dq, aq

n
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Em vez de representar o trabalho virtual em termias forcas reais, actuando nas
coordenadas generalizadas, também se pode repressnho o produto de forgas
generalizadag), , actuando em deslocamentos generalizaups Neste caso, a direc¢ao

das forcas e deslocamentos generalizada séo cuisde
W =) Q 3q
k=1

A forca generalizada nem sempre representa uma,f@qbora o produtd, og,
represente trabalho. Comparando as duas ultimasssdes, deduz-se que:

P dr.

Tendo as expressdes para a energia cinética e pgeabalho das forcas exteriores, pode
substituir-se no principio de Hamilton generalizado

t, oot d 0T oT
OT +O0M) dt= - —|— - oq, dt=0
'Ll ( ) kZ:;‘J‘tl {dt(aqkj aqk ij A

Os deslocamentos virtuais sédo por definicdo armsaAlém disso, sendo as coordenadas
generalizadas independentes umas das outras, @gvaledq, podem ser escolhidos

arbitrariamente. Escolha-se por conveniéncia:

o, 20 se k =r
o9, =0 se k#r

Neste caso, a satisfacdo da equagéo leva a:

g(a_T_j_(a_Tj:o r=12..n.
dt\ oq, 0q,

as quais sédo validas para qualquer valor de ) s&@d mais do que as equacdes de Lagrage
do movimento. Estas equacdes sdo equivalentesraogioi de Hamilton.

jf(éT +8W) dt=0

Aquelas equacgbes sao muito gerais na medida em Qugode representar forgas

conservativas ou ndo-conservativas, as quais icfoegas internas dissipativas e forcas
externas. Para as forgcas conservativas

W.(q)=-V(q)

e
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n n aV
W,(G)=D Q.3q=-3Mq)=~- P
k=1 k=1 00

donde se conclui qu@,. = -0V / dq e a equagdo de Lagrage vem:

= Qe ,r=12,..n

g(aTj_ T oV
dt\og,/ 0q 0q

Dado queV é independente d§ pode reformular-se a equacéo para

dfoL) oL
dt(aqrj aq = Qe

ondelL=T-V é o Langrangeano.
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4.  ANALISE DINAMICA DE SISTEMAS DISCRETOS

4.1 Coeficientes de Influéncia

Considere-se um sistema de varias massas e mafsei3e coeficiente de influéncia de
flexibilidade c; como a deformada no ponto= x, devida a uma forga unitaria aplicada

em x = x;. Num sistema linear, a deformada é proporcioriatga, donde se deduz que:
u =q.F (4.1)

Mas num sistema linear € aplicavel o principio darsposicdo, donde pode-se concluir
que a deformada total em= X se obtém somando as contribuicGes de todas asfer¢

que actuam no sistema:
ui:qu =>q F ,i=12,...,n (4.2)

De forma equivalente pode-se definir o coeficietgenfluéncia de rigidek; como sendo
a forgca que actuando em= x produz uma deformacao unitaria en¥ x; quando todos
0S outros pontos do sistema estao fixos.

Na forma matricial pode representar-se
{¢ =[c{ F (4.3)
{F =[kK b (4.4)

onde as matrizescek sdo a matriz de flexibilidade e rigidez respectiente.
SubstituindoF na primeira equacao resulta:

{4 =[c]l[Kf Ju (4.5)
0 que implica que
[cl[kI=[1] (4.6)

ondel é a matriz unitaria que tem os elementos diagdgaiis a unidade e 0s outros
termos nulos. Daqui se conclui que uma matriz éliga inverso da outra.

4.2 Energia de Deformacéao

Considere-se um sistema confiorgas F, e denomine-s@, 0 deslocamento no pontma
direccao da forck . Neste caso, sendg a Unica forgca presente, a energia de deformagéo
é:
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1
V.=—F 4.7
> (4.7)

V=3V, :%z F.y (4.8)
Representando os deslocamentos em termos dosienefgcde flexibilidade vem:

1 1
V=D R2G R=E020.6 FF (4.9)
J [ J

Como a energia potencial também se pode repregmntar

1
V=32 (4.10)
J:
e
0=>0c.F (4.1)

obtém-se neste caso

V:%iicﬁ FF (4.12)

i=i j=1
e por comparagdo com a expressao anterior corelyis

C. =C (4.13)

0 gque € a expressao do teorema da reciprocidaliexdeell.
Podia-se ter utilizado uma formulacdo semelhanta g@monstrar igualmente que:

k =k, (4.14)

i
Isto implica que as matrizese k consideradas na sec¢do anterior sdo simétricas.

Considere-se 0 exemplo do movimento de rotacaeéderdtores com momentos polares
de inércial,, |, el ; que estéo colocados num veio com secgdo mEfentre as massas e
encastrado nos extremos. A rigidez torcional dassve deGJ,, GJ,, GJ,, e GJ. Isto
implica que as constantes de mola associadas &eeag¢@o do veio sdo dadas por:

k :GTJ i=12,34 (4.15)
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Para determinar os coeficientes de flexibilidadeagse um momento unitario ao rotor 1 e
calculam-se os angulos de rotag¢hig 0.,, €6 ,, que resultam, como se indica na figura (b).

. ’[\71” /C%
C 2

-
-
7

A

[t

o 901 631

(b)

A esquerda da massa 1 ha uma constante de kn@aquanto a direita ha trés molas em
série. Por isso 0s momentos torsores que se gava@magastramento a esquerfla e a
direita T,, devidos a este momento unitario em 1 séo:

TLl = ell kl’ TR1= 4 l (416)
i
Mas como o equilibrio impde que:
TL1 + TR1 = Tll = :L (417)
obtém-se, por substituicdo, o coeficiente de imitig
2
1 Sk
a,; =06, = SEEAL (4.18)

]

O angulo de rotaca®,, obtém-se a partir do momento no apoio direito @igidez do
segmento de veio 4:

T, 1
=p. =R =
a?)l 31 k

— (4.19)
4 1
ERN
O anguloB,, resulta da rotacéb,, que & aumentada da rotagdo que se da entre a 3nassa
e 2 isto €T,/ k; . Assim o coeficiente de influéncia é dado por:
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Ta,Ta_kthy - Ktk (4.20)

2T T ek, k3 L

Aplicando agora um momeni, =1 obtém-se 0os momentos nos apoios, tendo em conta
que ha duas molas rotacionais de cada lado da massa

e22 — e22

&, =9

OO ORE] -
+| = |+ =
k) \k k) \k,
Estes momentos tém de satisfazer o equilibrio:
T,+Ts, =1 (4.22)

pelo que, de forma anéloga se obtém os coeficiglet@sluéncia correspondentes:

_ Kklj ' (kljﬂklj ' (klﬂ _ (K + k) (g * K

0 =0,,= é(éj |j ) Z(éj (4.23)
T, @ +(klj (k+ k)

a,=0,,= " = kli(lj = kll%k‘li(lj (4.24)

(4.25)

Os restantes coeficientes obtém-se simplesmenteopsideracédo de simetria, alterando os
indices das expressdes anteriores:

i)
S

K+l |
klkmz(:) - -

83, =03= (4.26)

a23=623:
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1

aﬂ.3:elszm:ael

Os coeficientes de rigidez sdo muito mais simpeeslater pois sdo os momentos gerados
quando se aplica uma rotacdo unitaria numa masaatendo todas as outras rotacoes
nulas como se indica na figura (c).

(4.28)

7370
u

T
{\ 1 : 7'2]

L1111

.el:]
(c)

Ao aplicar uma rotaca®, =1 produzem-se nas extremidades do segmento de seio o
momentosT,, e T,, dados por:

T,=1xKk, T,,=1x kK, (4.29)

Consideracdes de equilibrio implicam qdg =T ,+ T, pelo que os coeficientes de
influéncia de rigidez séo dados por:

ki =T+ T = Kt kK,
K,, = -T,, = -k, (4.30)
Ky, =T,,=0.

Facilmente se aplicava este procedimento aos outoogos calculando os restantes
coeficientes:

k12:_k2’ k22: k2+ k@ k32:_ ks

(4.31)
k13 =0, kzs == k3' k33= k3+ k4.

Os coeficientes de influéncia de flexibilidade gidez podem ser representados em forma
de matriz como se indica:

) Kkl k) Kkt k) k k
" x| kktk) (Kt k)(k+ k) Kk R (4.32)
HKZ ( ] k, ks k(k+k)  kk+ KB+ Kk
k,+k, -k, 0
K=| -k k+k -k | (4.33)
0 -~k ktk
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A facilidade de obtencédo da matriz de rigidez lav@ncluir que a forma mais pratica de
obter a matriz de flexibilidade € construir a nmatté rigidez e inverté-la.

4.3 Equacéo de Lagrange

A equacéo de Lagrange deduzida anteriormente fenma:

d (GTJ LTV g r=12,..n (4.34)

dt\ag) aq aq

onde Q. é uma forca generalizada ndo conservativa e ac&qua valida para os varios

deslocamentos generalizados. O conjunto das equaodle representar-se sob a forma de
uma matriz.

Um caso de especial interesse é a energia cirgiealepende sé das velocidades e ndo
das coordenadas:

T= {67 [ 9 (4.35)

onde m é a matriz das massas ou de inércia. Esta expresp@iesenta uma forma

quadratica que € positiva definida, pois a enariiética nunca pode ser negativa, e so se
anula quando as velocidades séo zero.

A energia potencial também se pode exprimir emdmwadas generalizadas:
1,7
\ =§{(} [K Ja (4.36)

0 que também é uma forma quadratica.

Dado que as energias cinética e potencial sao émdiemtes do sistema de coordenadas
adoptado, as matrizes de inércia e rigidez dependenmconjunto de coordenadas
generalizadas que esta a ser utilizado. Considera-glerivada da energia cinética
relativamente 4, :

OT L yirrn a2l ar
a—qr—z{&r} (mi & +2{ g 5) (4.37)

onde a matrizd, € uma matriz com valores do delta de Kroneckeual tem todos os
elementos nulos excepto quander onde os elementos sdo a unidade.

Tendo em conta qum é simétrica, a expressao anterior vem:

oT _

5_{5"}T[m]{ci =[m{§ . r=12..n (4.38)
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onde[m] € a linha que corresponde a linhda matriz fn]. Portanto, o vector com todas
as derivadas, de=1an sera:

oT | _ a1 .

{a_q}_{[m]{ G =[nX q (4.39)
Derivando esta igualdade vem

d|oT| _ iy

E{a_q} =[m{¢ (4.40)

ComoT depende s6 da velocidade,
oT
{a—} =} (4.42)
q

De forma analoga se pode obter que

oV _E T T - T -
o =200 IR +1)aT8 B =13, TR @ w2
=[k1{d , r=12..,n
Daqui se infere que
{Z—V} = (k{9 (4.43)
q
Introduzindo todas estas expressfes na equacaagdanige resulta em:
[M{g+[k{ b1 Q (4.44)

0 que representa a equacao do movimento ou ddleguidinamico.

No caso particular, em que as coordenadas gersfatizsdo mesmo os deslocamentos
reais dos pontos, a matriz de inércia é diagonal.

4.4  TransformacOes Lineares de Coordenadas

Considere-se um sistema de graus de liberdade representado por coordenadas
generalizadas. As energias cinética e potenciatseptam-se por:

1 -
TEo22Mm A

1
v=o22.Kaqg

(4.45)
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onde os coeficientes da matriz de inércia e ddamdependem do sistema de coordenadas
utilizado, embora sejam sempre simétricos.

Querendo representar-se 0 sistema por outras cwatds,n, , estas podem relacionar-se
com as anteriores por uma transformacao linearaomficientes constantes; :

ql = ZBir 'r]r (446)
r=1
donde
=By A, (4.47)
r=1

Introduzindo estas expressdes nas anterioresaesutlt

1 .1 ' '
T2 2m 887500 MR 2PN

(4.48)
=553 0, TEm B, B, =3T3 M. i,
onde:
Mis =2, 2., By By (4.49)
Procedendo analogamente para a energia potentéshae:
=333k aq=;IX K. (4.50)
onde:
s =2 > ki By Bis (4.51)

i

Note-se que os coeficientes de inércia e rigidezgistema de coordenadas transformadas
continuam a ser simétricos. Para aplicar o prinafiois trabalhos virtuais no novo sistema
de coordenadas, exprime-se o trabalho virtual:

W= Q3g=2, QB & =230 2B Q= Nan, (4.52)

onde:
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Nr :ZBir Q (453)

séo as forgas generalizadas correspondentes emaide coordenadar .

Escolhendo os coeficientdy, por forma a queM =0 quandor # <, a expressao da
energia cinética fica sem termos cruzados e onsisterna-se desacopulado inercialmente.
Analogamente, se a escolha dos coeficientes reseitaK . parar #s, o sistema é

desacopulado elasticamente. Conclui-se, portanie, @ acopulamento no sistema de
equacdes ndo é uma propriedade inerente ao sistm@s, depende do sistema de
coordenadas adoptado.

E possivel obter um sistema de coordenadas quentora sistema de equacdes
desacopulado, tanto elastica como inercialmentesteNeaso € necessario resolver
equacgOes diferenciais independentes. As coordempoatornam o sistema desacopulado
denominam-se coordenadas naturais, e a matrizadsféermacao linear ou matriz modal
representa os valores proprios e 0s vectores pgipti modos proprios.

E bastante mais simples resolver um sistema decégsiandependentes, pelo que se
procura transformar os sistemas de equacdes pardoesa, procedendo a uma analise
modal.

O desenvolvimento da transformacdo de coordenaatabéim pode ser feito com a
representacao matricial. A transformacéo linearesgnta-se por

{d =[Pl h e { g=[pIn} (4.54)

e a matriz transposta por:

{d"h '@’ (4.55)

Analogamente as energias cinética e potencialseptam-se por:

T=%{Q}T[n‘i{ 4 =%{r'1}T[B]T[ ol B { 1} =§{n}f M {1

(4.56)
v=_ta T =in TR e w=0 T ey
onde
[M1=(AT il B (457)
e
(K] =[A THI B (458)

sao as matrizes de inércia e rigidez. As matrideg K sdo simétricas porque as matrizes
m e k também o séo.
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O trabalho virtual é
W={6d{ R 34181 @3} N (4.59)
onde N}=[B]'{Q

As equacgdes do movimento que resultam s&o:
[MI{R} +[KI{r} £ N (4.60)

No caso de o sistema ser totalmente desacopuladnaaizesM eK séo diagonais e o
sistema de equac0des representa um conjunteedaacdes independentes:

M7, (1) + K, n (t)=N () ,r=12..,n (4.61)
cada uma das quais é a equacgdo de um sistema cgnaurmie liberdade.

Considere-se agora a aplicacédo da equacao de bagaagste caso em que as coordenadas
generalizadas séo as proprias rotacdes das massas:

4 =0, @,=6, =0,
A energia cinética vem dada por:

1 .0 1 -0 1 . 1.- .
T=§I16f+§I26§+§I36§=§{6}T[Ip]{E}, (4.62)

0 gque se representa facilmente em forma matricidé @ matriz de inércia € diagonal:

, 0 0
[1]=|0 1, 0 (4.63)
0 0 I,

A energia potencial vai exprimir-se em termos dag@o relativa em cada segmento do
veio, 0 que também se pode exprimir matricialmente:
1 1 1 1
Vo= K k(8,0 + D K(8,6,)"+ kS

= I+ k)BE-2k 8,0, + (ki + k)B- 28,8, + (I + kB3] (4.64)
1

= S8 IkKS,

onde a matriz de rigidez é:
k,+k, -k 0
Kl=| -k, Kk+k -k | (4.65)
0 —k Ktk

onde cada termo da matriz de rigidez é dado por
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k =—. (4.66)

Definindo-se agora o vector dos momentos torsores,
L
{1t =1T, (4.67)
T3

a equacao do movimento resulta em
[11{6} +[KK B={ T}. (4.68)

Continuando com o0 mesmo exemplo mas adoptando @sles@adas generalizadas, a
energia cinética vem:

1. :
T= E{q}T n g, (4.69)
e a energia potencial exprime-se por:
1
V=§{<}T[kl]q (4.70)
Considere-se agora que
= =1, =2 ,
M=M= Mm=<h 4.71)
k=k=k=k k=2k
A matriz de inércia torna-se em:
1 00
[M=1/0 1 0 (4.72)
0 0 2
e a de rigidez exprime-se por:
2 -1 0
[Kl=k-1 2 -1| (4.73)
0O -1 3
Considere-se agora uma transformacéao linear dada po
{d =PI & (4.74)

onde a matriz de transformacgao tem a forma:
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. 04959 06074 0620
[B]= |;1/2—§ 06646 01949 - 0721 (4.75)
03954 -05446 02171

Calculando a energia cinética obtém-se
1 . . 1 . . 1 . . 1. . .
T =§{q}T[rﬂ{ q =§{ AT d6{n =§{ m{ =§( f: +N; +N3), (4.76)
0 que ndo tem produtos cruzados. Analogamente eddéarenergia potencial:

V={4'MH=En BTSN L5 leh n =
(4.77)
= S(@in: +int +wind),

onde a matriz diagonal que multiplica as rotacGm®ém o quadrado das frequéncias
naturais de vibracao:

wf=o.6595r5n, w§:1679%, W = 3162—:%.

Com a escolha criteriosa da matriz de transforméggmssivel obter

[BI'IMIA=1] (4.78)
[BITKIA=] o] (4.79)

Isto foi possivel pois a matrig continha os modos préprios normalizados de forma a
matriz de inércia transformada ser a identidade reatriz de rigidez transformada ser
diagonal. A seguir estudar-se-d0 0os métodos de& abteatrizp a partir do conhecimento
das propriedades do sistema.

4.5  Modos préprios de Vibragoes

Quando se tem uma transformacdo de variaveis qua to sistema de equacdes de
movimento desacopuladas, obtém-se configuracdesistema descritas por vectores
modais ou modos préprios. A matriz que transfornsésstema naqueles modos é a matriz
modal. Dado um sistema arbitrario de equacfesea®res modais obtém-se resolvendo o
problema de valores proprios e vectores proprios.

Considere-se as equacdes de vibragéao livre destems:
[mi{&% + [ K}o= {}0 (4.80)
Procuram-se solu¢fes desta equacao que sejamvaapaiéatempo:

g(t)=y f(1) (4.81)
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o que implica que a forma ou modo de deslocameioraria no tempo, variando s6 a sua
amplitude. Substituindo esta expresséo nas equdodaevimento, vem:

mI{g f()+[K{y (Y P (4.82)

Este sistema representa um conjunto dguagoes do tipo:
Smy f0+Y Ky (9=0  ,i=12..,n (4.83)
i=1 j=1

as quais podem ter a variagdo no tempo e no esppavadas:

) ijl{ J=12,....n (4.84)

A solucdo de equacbes pelo método de separacaardeeis consiste em notar que a
igualdade acima indicada s6 se verifica se aguglesientes forem iguais a uma constante

positiva representada par’. Neste caso as duas equagdes sdo equivalentes a:

f(t)+w? f(t)=0

2 | (4.85)
Dk —w?*m)y =0 ,i=12...,n

Escolhendo um valor positivo par@® obtém-se para a primeira equacgdo solucdes
harménicas do tipo:

f(t) = Acost—¢) (4.86)

em vez de solugBes exponenciais. A solugdo da dageguacao vai ditar se sdo possiveis
todos os valores d@’ ou se havera qualquer limitagdo. A procura dateotsw® para a
qual o conjunto das equacdes homogéneas tem ungisatdo-trivial, € um problema de
valores caracteristicos ou de valores proprios.

Pondo de parte as solucdes triviais em que todaes egjam nulos, o problema pode por-
se da seguinte forma:

[KI{g = ni{ Ju (4.87)
A solucao destas equacdes so € possivel quandolseoadeterminante caracteristico:
A K] -’ [m]F0 (4.88)

Expandindo este determinante obtém-se uma equégdariaa de ordem em w” comn
raizes ou valores proprios. Como as matrizes m sédo simétricas e positivas definidas,

pode demonstrar-se que as raizes da equacgéo s3e pesitivas.
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A menor das frequéncias é denominada fundamental ou frequrdria. Para cada
valor de frequéncia, a amplitude do movimento deifteg-se da resolucdo:de

[K{t} =@M} r=12,.n (4.89)

Para cadaw® esta equacdo tem uma solucdo néo trivial reprasamielo vector "~ }
chamado vector caracteristico ou vector propripr@luto de uma constante pelo vector é
também solugcdo do problema, pelo que a solucdalabtidica a relacdo entre as
amplitudes k' e n&o o seu valor absoluto. No entanto, a razée es amplitudes
determina de forma inequivoca 0s modos naturaisbdacao.

E comum dar um certo valor a um dos elementosufie {e ajustar os outros elementos de

forma proporcional. Este processo de normalizacdduz os modos normais de vibragao.
E comum normalizar os vectores relativamente]|arjediante:

{u} T U} =1 (4.90)
Os modos naturais tém uma propriedade importarge guortogonalidade entre si:
U Tn{ Y =3, (4.91)

Para se demonstrar a ortogonalidade dos vectofgsigs considera-se o problema de
valores préprios correspondente a frequéngia

fTm{u®} =[ K{u®} (4.92)

0 que tem a mesma forma do que a equagdo corresgend frequénciao, indicada
anteriormente. Multiplique-se a primeira dof®}" e a segunda pgu(} ™ :

W {u} m{u®} ={u'} TK{u®}

4.93
wW{u} IM{u®} ={u'} TK{u®} 499
Transpondo-se a ultima equacao e subtraindo dapamesulta em:
(@f —a){u®} [M{u}" =0 .44)

tendo em conta que as matrizeg k sdo simétricas.

Quando as frequéncias sao diferenteg ¢ , o produto das matrizes tem de ser zero, 0 que
representa a condicdo de ortogonalidade. Esta g@mdiambém se podia deduzir
relativamente a matriz de rigidez em vez da deciagicomo se pode ver no sistema
anterior. No entanto, em muitos casos, a matrinéeia é diagonal, e por isso prefere-se
adoptar a normalizacao relativamente as massas.

Este conjunto den vectores proprios € completo na medida em que Bgiorn
dimensional representando um possivel movimentsistema, se pode construir por uma
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combinacgéo linear daqueles vectores. Por issoggeaforma de movimento representa-se
por uma sobreposi¢cdo de modos préoprios multiplisgur constantes apropriadas. Estas
constantes indicam o grau de participa¢ao que rcad® tem no movimento global.

A matriz modal representa-se pela juncéo dos ves{anoprios:
[ul =[{u™}{ U3, ..., { uP] (4.95)
e o problema de valores préprios pode indicar-se po

[mM[d=[ K ¥ oT (4.96)

A propriedade de ortogonalidade dos modos utilegara desacopular as equacgbes do
movimento do sistema. Considere-se a transformacéo:

{0} =[ q 8 (4.97)
gue reduz a energia cinética a seguinte expressao:
1. . . 1 ...
T=§{q}T[n1{h=% Tl Iy n}=§{n}T{n} (4.98)
resultante da normalizacdo dos modos relativang&entatriz de inércia.

A energia potencial por seu lado é:
1
V=2{a TR B =En TUT K ddn 43 n [6f n (4.99)
Neste caso o sistema de equacdes torna-se desstmpul

A, () +w N (1)=0 r=12..n (4.100)

onde n, sé&o as coordenadas normais do sistema, e as rig@sidaturais satisfazem a
relacéo:

2 _ Krr _{u(r)} [k]{ d? — (T
W = M. () [ ) ={u"} T[KE UY (4.101)

As solugdes sao
n(t) =C, cos@,t)-¢, ) r=1,2,..n (4.102)

Sobrepondo os movimentos harménicos conduz a

{0} =[u{ 8 =ZQ} tos( w, t=q, (4.103)
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Note-se que tanto as frequéncias como 0s modosigegao caracteristicos do sistema,
dependendo das propriedades de inércia e rigidestima.

Cada modo natural pode ser excitado independentemdapendendo das condi¢Oes
iniciais e da frequéncia da excitacgéo.

4.6  Solucdo do Problema de Valores Proprios

4.6.1 Método da lteracdo Matricial

Este método conduz a um modo préprio de vibrac&orade cada sequéncia de iteraces.
Baseia-se na hip6tese que as frequéncias natudaisdsstintas, sendo a taxa de
convergéncia afectada quando duas frequénciasrasifm proximas.

Considere-se o sistema:
1
[DI{Y =52{ J3 (4.104)

onde a matriz dindmicaD é o produto da matriz de flexibilidade pela derdra@
Premultiplicando um vector inicialy por D produz um outro vectou,, o qual é
proporcional au, se este fosse um dos vectores préprios. No casda® seru, sera
utilizado como novo vector inicial e o processopdamultiplicagdo porD repete-se até
que o vector transformado seja proporcional aoovetticial. quando se alcanca a
convergéncia pela primeira vez, encontrou-se ogrormodo propriou™ e a constante

de proporcionalidade €& W? .

Segundo o teorema de expanséao, qualquer vectoode representar-se pela combinacao
linear de vectores proprios:

{uh, =2 C{u"} (4.105)
r=1
Por outro lado, qualquer vectat” premultiplicado pela matriz dinamica, reproduz-se:

(¢.=[000.=3G1a ¢ =Y & ¢ (4.106)

r=1 r
Repetindo o processo chega-se a:

Cr

(wz)p_l{u“} (4.107)

{¢,=[Dkb,.=>
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Sendo as frequéncias diferentes, o aumento do et@pefaz com que a soma fique
dominada pelo termo que corresponde a menor freqméa qual se confunde com o
somatorio quando se alcancar a convergéncia. Asmondente frequéncia é dada por:

= (4.108)

A taxa de convergéncia do método depende da semgalhentre o vector Inicial e o
primeiro modo, e também da separacdo entre aséine@s naturais. Quanto maior a
separacao entre a frequéncia mais baixa e a seguiais rapida a convergéncia para o
modo mais baixo. Uma grande vantagem do métode €mgas de calculo ndo conduzem a
resultados errados, atrasando somente a convexgénci

Para se obter o segundo modo, € necessario utdizaondicdo de ortogonalidade
relativamente ao primeiro modo:

{u®} T [n{u®} =0 (4.109)
0 que se pode escrever:
umP+u mP+.+y mP=0 (4.110)
Resolvendo em ordemu obtém-se:
=) gy g (491

o -

ondem™ = m® / n” e u(i=2, n) tem um valor qualquer.

Construa-se agora a matriz:

0 -t} o) )]
0 1 o - O
[S"]=|0 © 1 - 0 (4.112)
0 O 0 1 |
que permite obter:
{u®}, =[S"l{u} (4.113)

ondeu® é um vector constrangido a ser ortogonal ao vextiprio u®}.
Quando se conduz o processo iterativo para oldegondo modo, obtém-se entéo:

[DI{u®}, =[DI[S®] {u} =[D®K{u} (4.114)
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onde a nova matriz dinamica tem a primeira columa.nO processo iterativo com esta
matriz leva ao segundo modo.

Para se obter o terceiro modo, é necessario cansina nova matriz$® Jque tem as

duas primeiras colunas nulas, o restante da dihgagaal a unidade e o restante das duas
primeiras linhas é dado por:

CILL B el |
T ) - )

O processo vai-se repetindo mas o método perdes@oecom 0 aumento do grau do modo
de vibracdo. Consegue-se mitigar este problemiaartdo sempre um grande numero de
algarismos significativos.

i=12 j=34,.n (4.115)

Consegue-se aumentar o ritmo de convergéncia fazemeracado com a matriz dinamica
elevada ao quadrado, embora o valor préprio quexsai seja o quadrado da frequéncia
natural. Note-se que se pode convergir para o nmais elevado premultiplicando os

vectores pelo inverso da matriz dindmica, em veardaria matriz.

Considere-se que no exemplo da seccao 4.5 oss@@e segmentos de veio que os ligam
tém a seguinte inércia e rigidez respectivamente:

=lp, 1,=2 ,,

(4.116)

A matriz de flexibilidade que foi anteriormente deila para o caso genérico fica agora
com a forma:

L 5 31

a=——|3 6 2 4117

[a] GJ ( )

1 2 3
e a matriz de inércia é dada por:

, 0 O 1 00

[1,]=]0 1, 0[=1,/0 1 0|, (4.118)
0 0 I 0 0 2

A matriz dindmica obtém-se pelo produto da mateifleiibilidade pela de inércia:

L[58 qroo 532
[D]=[a[1)= =23 6 2|[0 1 0=—2/3 6 4} (4.119)
1 2 3|0 0 2 126
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Conhecendo o matriz dindmica, o problema dos ealq@roprios fica formulado da
seguinte maneira:

5 3 2|8, 0,

7GJ
36 4110, =N0, A= (4.120)
1 2 6|8, 0, P

Iniciando o processo de iteracdo com 0 vector amiog 0s elementos iguais a unidade,
vem:

5 3 2{(1000 10.000 10000
3 6 410000 =413000G =10.000G 13000 (4.121)
1 2 6{|1000 9.000 0.900

Na segunda iteracdo adopta-se o vector resultante o vector inicial:

5 3 2]{10000 (10.700 10000
3 6 4[13000} ={14.4000 =10700 13458 (4.122)
1 2 6//0.900 9.000 0.841

Procedendo de forma semelhante em iteracOes stagsshega-se ao fim de sete iteracdes
a:

5 3 2{/10000, {10620 10000
3 6 4[13413; =:142418 =10.6209 13409 (4.123)
1 2 60798 8473 0.797

considerando que nesta iteracdo ja se atingiu \eeogéncia, fica-se assim com o primeiro
vector proprio e valor proprio:
1000
{6M =413409;, A,=106209 (4.124)
0.797

Dado que o segundo vector proprio tem de ser antdgmo primeiro, tem de satisfazer a
seguinte expressao:

6,]'[1 0 0](10000
{6} [1,{6% =1,90,¢ |0 1 0113409 =0, (4.125)
6,] |0 0 20797

Esta equacao permite exprindiy em fungéo dé, e, :
0, = -134099, — 15956, (4.126)
As restantes coordenadas considera-se ndo condaang

,=6, 0,=6, (4.127)
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Isto implica que a matriz de varrimento fica coforana:

0 -1.3409 -1.595

[SY]=|0 1 0 : (4.128)
0 0 1

A nova equacdo dindmica a ser adoptada na prooweagilindo vector proprio é:

5 3 2][0 -13409 - 1595 0 -37045 -5978 4129
[D(z’]:[D][S(l]:% 3 6 4{|0 1 0 =Lt 0 19773 -0786 (4. )

7GJ
1 2 6/|0 O 1 0 06591 4404

Inicie-se agora o processo de iteracdo com outtmraicial:

0 -37045 -59780| 0.000 5978 1000
0 19773 - 078684 0.0000: =3 0.7868 =5978G 0131 (4.130)
0 06591 44044|-1000 -4.404 -0.736

Ao fim de onze iteragGes chega-se a:

0 -37045 -59780| 1000 4166 1000
0 19773 -078684y 03214 =4 13406; = 41669 0321 (4.131)
0 06591 44044 |-0.896 -3735 -0.896

0 gue se pode considerar ter convergido para sxdeguodo proprio:

1000
{6 =¢ 03217, A, =41669 (4.132)
-0.896

E necessario estabelecer agora a condicdo queceirdéenvector proprio tem de ser
ortogonal aos dois primeiros vectores proprios:

T

6,)'[1 0 0]{10000
{§7[1,{6%= 1,16, |0 1 0{13409} =0,
6,] |0 0 2/[0.797

(4.133)
6,)'[1 0 O]f 1000
{8 T[1,{6%=1,48,4 |0 1 0f 03217, =0,
8, |0 0 2[|-0.896
Resolvendo as duas equacdes em ord€mred, leva a:
6, =28623B, 6,=-33246,, (4.134)

Mantendo a terceira coordenada sem constrangimentos
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0,=6,, (4.135)

resulta a segunda matriz de varrimento

0 0 2862
[S?]=|0 0 -33248. (4.136)
00 1

e a correspondente terceira matriz dinamica:

1 5 3 20 0 2862 ¥ 0 0 6337
[D®]=[D[ S = fDJ 3 6 4/0 0 -33246=—2L-|0 0 -73607 (4.137)
12 6/0 0 1 0 0 2213

Inicia-se a iteragdo com um vector arbitrario:

0 0 63377/(0.000 6.337 1000
0 0 -7.360750.0000 =4-7.3607; = 6.337% -1161 (4.138)
0 0 2213110000 2213 0.349

Do fim de uma iteragédo obtém-se a convergéncia:

0 0 6.3377|| 1.0000 2213 1.0000
0 0 -736074-1.1614;=4-25704,=2213%X-1.1614 (4.139)
0 0 22131 03492 0.7728 0.3492

que indica de imediato o terceiro vector proprio:

1000
{(6®} ={-11614;, A,=22131 (4.140)
0.349

Procede-se agora a normalizacédo dos vectores psppétisfazendo a equacéo:
{6371 K6 =1 (4.141)

0 gue conduz aos seguintes modos proprios e condsptes frequéncias naturais:
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0.495 =
{69 = 1;¥%06646, =0.8118/f,
0.395 b
0.607 =
(0@ =172 01954, w, =12961/f, (4.142)
-0.544 D
0.621
@By — | -¥2 _ GJ
{e )} - ID _0'721 ’ (-03 _1-7784 T.
0216 b
- — ]
L = Ly é Ly é Ly
ml:o.slls/ﬂ
Vs I‘lD
770
/\é w, =1296 GJ
T L,
[})/29(2)
/\\____/E 0, =17754 SJ
[;/29(3)

4.6.2 Método de Jacobi

O meétodo de Jacobi é também um meétodo iterativaoearleve a obtencao simultanea de
todos os modos proprios do sistema. Baseia-se tagbes sucessivas da matriz de inércia.

Numa situacgao bidimensional, um sistema de eijos relaciona-

€, €, atraves de:

Se com um sistema

(4.143)
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ondeB € o angulo entre o sistema de eixos. De uma fonaicial, esta relacdo pode
representar-se por:

{# =[R{& (4.144)
onde:
[R] = {cosﬁ - serﬁ} (4.145)
serd cosfd

€ a matriz de rotagdo. Esta matriz tem a propriedad

[RIR=I R R4 1] (4.146)
0 que implica que

[RT=[R" (4.147)

As transformacdes lineares que tém a propriedadeatlidz transposta ser igual a inversa
denominam-se transformacdes ortonormais.

O método de Jacobi consiste na multiplicacdo sivseg®r matrizes de rotacdo que vao
transformar uma matriz simétrica numa matriz diadjocontendo os valores préprios.

Para se aplicar o método € necessario obter aizesatr’’e m*2. Quando a matriz de

inércia é diagonal, este calculo é simples, p@satla matriz a um expoente é equivalente
a elevar os elementos da diagonal. Quandmao é diagonal, é necessario resolver o

problema de valores proprios.

[KI[d =[ [ Y wf (4.148)

onde u é a matriz modal. De um modo geral, denomina-s&fiz modal poz e a dos
valores proprios que Ihe estdo associadoy.por

M[2=[HY (4.149)

Se o0s vectores proprios estiverem normalizadosew @oduto sera igual & matriz
identidade, e o transposto deé igual ao seu inverso. Posmultiplicando a expmess
anterior pelo transposto deresulta em:

[M=[3[V[ &’ (4.150)
Donde se pode deduzir que
M*=03) Iy T 41kvVIE]Z
(4.151)
(M2 =[3[y*][ &
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Se por outro lado, se tivesse premultiplicado aaedo Inicial tinha-se obtido
directamente:

[Tl kY (4.152)

O objectivo do méetodo de Jacobi € encontrar a matrique transforme an em y.

Considere-se, entdo, uma matriz de rotag@aue sé difere da matriz unitaria pelos
elementosR; onde = p,q € j = p,q. Estes quatro elementos sao iguais aos elementos

da matriz de rotacédo considerada no caso bidimealsi€onsidere-se agora uma matriz
simétricaa e denomine-s® a que resulta da seguinte transformacéo:

bl =[RT & R (4.153)

A matriz b também é simétrica e os seus elementos sédo dados p

by = & hk# pq
bpj = a,; coo + aqjsere se jZpg
bqj =-a, serd + aqjcoscose se jZpg

4.154
by, = appco§9 +2a,,serd coB + a,, Sed ( )

b,, = a,,(cos’ 8 —serfd )- (a,,— a,,) sef co®
b,, = a,,5erd —2a,, se - coH + a,,coso

Deste conjunto de expressfes pode demonstra-se que:
ZZ@=ZZ# (4.155)

ou seja, a soma dos quadrados de todos os elentenbo® igual a dos elementos de
Também se deduz que:

n

ij +2b%p = )&’ 28%n (46)5

j=1 j=1
Quando o angulé é escolhido de tal modo que

2apq
tanD=—-— (4.157)
App ~ g

o termob,, anula-se e a expressao anterior fica:

n

D bl =>"ai +2a’ (4.158)
i=1

j=1
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ou seja, a soma dos quadrados dos termos da diatpoaaé superior a da diagonal te

Nesta transformacdo aumentaram-se os elementosgizndl a custa dos elementos fora
da diagonal, j& que o somatério do quadrado destod@lementos se mantém constante.

Por um processo de multiplicacdes sucessivas deegatima matriz diagonal:

[m, =[ b,

E”L:[ Rl hf R, (4.159)
M, =[R{ hl R

e
lim[rm, = A
e (4.160)
lim U[R]i =[1

onde [] representa o produto das matrizes de rotacdo.dgCento as matrizeg e A

obtém-se facilmentat’® e n'>. Retomando o problema inicial de valores préprnsie
exprimir-se por:

(K[ m't hf m®lh §® (4.161)

0 que € equivalente a

[K][A] =[ Q[ wi (4.162)
onde;:
K =m"? Kk nt?
(4.163)
d=n?u

Esta expressao tem a mesma forma da que servixedgphficagdo do método de Jacobi
desde que se substituapor U ek porm Assim, utilizando o procedimento descrito

obtém-se as frequéncias naturais de vibragdoA matriz modal que corresponde a estas
frequénciasu, obtém-se a partir d&@ multiplicando porm 2.

O método de Jacobi pode ser utilizado para proagraalores e vectores proprios, de uma
matriz simétrica de grau elevado. E um métodotitergporque um elemento que se anule
numa rotacdo pode tomar um valor diferente de merseguinte. Para que 0 processo

possa convergir adequadamente, é necessario gaagos sejam determinados com
elevada preciséao.

Ao organizar um algoritmo que execute a transfofoage Jacobi torna-se necessario
decidir quais os elementos fora da diagonal quasanular. Uma possibilidade é escolher
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sempre o elemento que tiver o valor mais elevadceManto este procedimento obriga em
cada iteracao a procura do maior elemento o qtas& pouco pratico.

Outra opgdo serd conduzir o procedimento de foristansatica aplicando-o a todos os
elementos linha a linha e coluna a coluna. O ineniante deste sistema € que se estara a
tentar reduzir a zero elementos que ja sejam rpuitdimos de zero.

O procedimento mais eficaz talvez seja a aplicaistematica do método sujeito a uma
condicdo limite que estabelece o valor minimo deameinto fora da diagonal para que
possa servir de base da rotagdo. Um valor tipistedgimero na iteracdo serd”10

Quando os elementos fora da diagonal tém um vddeado, a taxa de convergéncia é
pequena. Neste caso podem utilizar-se outros mea® em vez de transformar a matriz
de rigidez numa matriz tridiagonal ou seja uma mam que os elementos da diagonal
principal, da que se encontra acima e da que éstikcando sejam nulos. E depois
necessario recorrer a meéetodos de solucdo destaxdEpu como por exemplo o de
Householder.

Para resolver pelo método de Jacobi o exemploamevindo a ser estudado, considere-se
o problema de valores préprios

[Kllal=[1, e «?] (4.164)

onde a matriz de rigidez é dada por

. 2 -1 0
[K="1-1 2 -4, (4.165)
0O -1 3
e a matriz de inércia é:
10
[Ip]:ID 01 0 (4.166)
00

Dado que a matriz de inércia € diagonal, é fadiérob
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1 0 O
—u2 ~
[1,] =150 1 0| (4.167)
0 0 1A :

A matriz de rigidez pode assim ser transformada,

[K]=[r,) " Id[1,] " =>|-1.0000 2.0000 -0.7071 (4.168)

20000 -1.0000 0
GJ
LI,

0 -0.7071  1.5000

Definindo-se as novas variaveis,
6] :[' p]m[H], (4.169)
o problema de modos préprios reduz-se a:
[k o] =[]« (4.170)
ou entéo
] [k]e] =[] (4.171)

Para determinar a matriz d@°é necessario diagonalizar a matriz de rigidez. a Par
determinar o angul@ de rotagdo da matriz, comega-se por eliminarradek,,, rodando

a matriz um angule,:

tan2¢, == 2k12_ = 2(-1.0009 =10 - @, =3—7T, (4.172)
k, —k,, 20000~ 2.0000 4

A primeira matriz de rotacao vem entao:

-0.7071 -0.7071
[R,=| 0.7071  0.7071 0, (4.173)
0 0
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e aplicando-a a matriz de rigidez resulta em:

o, [3000 0 -0.5040
[k, =[RE[K[ A, =0 1.0000  0.5000 (4.174)
°|.0.5000 0.5000 1.5000

Para eliminar agora verk, ,obtém-se um angulo dg, =163 09' e a segunda matriz de
rotacdo vem:

-09571 O -0.289
[Rl,=| © 1 0 , (4.175)
0.2899 0 -0.9571

Aplicando esta rotacao a ultima matriz de rigidesuita em:

o, [31516 01450 0
(K], =[R;[H,[R, = 0.1450 1.0000 -0.4785 (4.176)
"0 -0.4786  1.3485

E necessario promover mais quatro rotacdes comgasnées matrizes

1 0 0 - 09989 0 -0.0477
[R],=|0 -0.5736 -0.8192 [R,=| O 1 0 | (4.177)
0 0.8192 -0.5736 0.0477 0.81920  -0.9989

0.9984  -0.0561 1 0 0
[R], =|0.0561 0.9984 [R,=|0 1.0000  -0.0039  (4.178)
0 0 0 0.0039 1.0000

A Ultima rotacdo produz uma matriz diagonal confreguéncias préprias do sistema:

oy [31619 O 0
[«?] O[RIE[K].[R, =0 16789 0 (4.179)
‘10 0 0.659
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O produto de todas as rota¢gfes d& a rotacdo giadicar as coordenadas.

. ~06209 06074  -0.4959
[6]=T1[Rl, =| 0.7215 01949  -0.6646 (4.180)
-0.3070  -0.7702 - 0.5582

Normalizando agora par, ™ conduz & matriz modal:

~06209 06074 -0.4959
l6]=[1,]?6]=1;"20 07215 0.1949 -0.6646 (4.181)
-0.2171 -0.5446 -0.3954

0s trés modos do sistema sdo entao:

0.4959

{@}=12ho6646| w, = 0.8120/5‘] | (4.182)
0.3954 o
0.6074 -
{e@}=1720 01949 w, =12957] o (4.183)
05446 :
0.6209 -
{eo}=1;"2007215] @, =17782| o (4.184)
02171 :

Note-se que a nivel de frequéncias naturais esikges sé diferem do obtidos pelo
método da iteracdo matricial na quarta casa decimal
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w; =0.8120 S
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4.7 Cociente de Rayleigh

Considere-se um problema de valores proprios maafor
[ K{u} = A[ml{u} (4.185)

onde k e m sdo matrizes simétricas. Esta equacgédo é satigi@itam valor proprio\, e

um vector prépriou"”’

proprio obtém-se:

. Prémultiplicando ambos os termos pelo transpdstovector

(rh T
= {“(r)}T[k]{ 4y =1,2,....n (4.186)
{u"} [} Y
Este resultado que ja tinha sido obtido anteriotmye@ a base de um tratamento

aproximado que consiste em utilizar um vector quedqu para se obter um valor
aproximado do valor préprio:

W’ = R(u):—{l}:[k]{ L (4.187)
{4 [n} u

onde o valor do cociente de Raylelfu) depende do vectar que for utilizado.
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Considere-se a representacdo de um vector arbitréeim termos dos modos préprios:
=g ¥ =4 (4.188)
r=1

Se 0s modos proprios estiverem normalizados, @otede Rayleigh vem:

_{QTMTHLWE _{Q'N§ _XCN
R(W= = = 4.189
R CRTI E EA CHTER Yot (4.189)

Quando o vectou € semelhante ao vector prép_ﬁré, o coeficienteC, é muito superior
aos restantes coeficientes, podendo indicar-se:

<

=g, <<1 i 120)

r

ondeg, é um nimero pequeno. Dividindo ambos os termdsade&do porC> vem:
A+ e,
y=——2—=)\{1+(¢ 4.191
Y=g =M ) (4.191)
i#r

onde @s?) representa um conjunto de termos de ordem iguasuperior as’.Esta
expressao indica que quando o vector utilizadaalifl® vector préprio por uma pequena
quantidade, a razdo de Rayleigh difere do correspondenta yabprio de uma pequena
grandeza de segunda ordem. Isto indica que a cez&ayleigh tem um valor estacionario

na vizinhanca de um vector proprio. Este valor émmeum minimo na vizinhanca do
modo principal.

Substituindor =1 na expressao anterior vem:
A+ A ] )
RU————=A+2 &N -4 & =A+D (A -A)e (4.192)
1+ &’ 2 2

2

como o primeiro valor proprio € o menor de todas)otui-se que o cociente de Rayleigh
nunca é inferior ao primeiro valor proéprio:

R(U = A, (4.193)

Por outro lado, aplicando o mesmo procedimentdtanaumodo,r = n demonstra-se que

R(N<A, (4.194)
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Ou seja, 0 cociente nunca é superior ao maior \@@prio. Estes resultados permitem
concluir que o cociente de Rayleigh pode ser atlizpara determinar os limites superior e
inferior dos valores préprios de um sistema.

4.8 Sistemas Sem Restricoes

Ha sistemas que ndo tém numero suficiente deg@&ssriou de apoios, 0 que permite que a
energia potencial seja zero, sem que 0 movimerj rsdo, e sem que esta condicao
corresponda a uma situacao de equilibrio.

Considere-se um problema de valores préprios:

WM {g =[ &{ u (4.195)

e premultipligue-se ambos os termos pelo transptes{a}:
W { " [M{ u £}uT[{# u (4.196)

Denominando po{u(o)} 0 vector que torna nula a energia potencial:

V=20 TR (@)

a equacao anterior resulta em:
WU T Y =0 (4.198)

0 que implica quew, =0, pois o produto dos deslocamentos pela massaméree

positivo. Este modo zero, ao qual corresponde ueguéncia nula, corresponde a um
movimento rigido do corpo. E por exemplo 0 caso dusvimentos de um navio
provocados pela ac¢éo das ondas.

Considere-se como exemplo, as massasm, e m apoiadas em rolamentos e unidas pelas
molas k, ek, .Ndo havendo mais restricbes, se todas as massasleslocarem
horizontalmente a mesma distancia, ndo se desemadlwcas nas molas.

A energia cinética deste sistema € dada por:

. . %) [m 0 0%
Tzi(m X+ m %+ rpiQ:E |10 m, 0X, (4.199)
X/ 10 0 my|X

e a energia potencial é:
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T

. % k -k 0%
=Sk = 0+ KX 9 =01 % | sk Ktk —kyxe (4.200)
X3 0 _kz kz X3

Estas expressdes indicam que a energia cinéti@n@rs positiva, mas que a energia
potencial € nula quando:

X =X=X=X% (4.201)

0 que representa um movimento de corpo rigidoeg@y as distancias entre as massas nao
se alteram.

Qualquer outro modo préprio do sistema tem de gegonal ao modo de corpo rigido, ou
seja,

{7 =0 (4.202)

o que implica que a condicdo de ortogonalidade é:

(Mx+mx+ mx=0 (430

0 que resulta de dividir todos os terma@spor o elemento Unico no vectcy‘o). Esta
equacao restringe uma das coordenadas em funcéottas duas:

__m. _m
=Ly ——2x 4.704)
%= T

Representando o efeito desta restrigao por umazmatr

X, 1 0 [[x
X¢ = 0 1 K%, (4.205)
Xs ) -m -m, X,

m, m,

Denominando a matriz d8x2 como matriz de restricdo, podem representar-se as
coordenadas do sistema restringido em funcéo dadewadas independentes:

%, =[M{3e{x/ A X[Ir' (4.20p
A energia do sistema fica dada por:

T =91, =208 1m0 = 03717
(4.207)

1. 1 . 1 i
V—§{>} L K{%, _5{}([ i T K r]{X}—E{X} [KI{%}

74



VIBRACOES DENAVIOS

onde as matrizesne k sdo matrizes simétricas que resultam da piésenpltiplicacéo
das matrizes de inércia e de rigidez pela matrizsigicao.

O problema de valores proprios passa entao a ser:
w,[M{} =[ K { X (4.208)

onde os movimentos de corpo rigido ja foram retisads vectores préprio_él) eg(z) que

resultam da resolucdo daquele problema s6 indicamoomento das massasg e np. A
descricdo completa do movimento obtém-se pelo secumatriz de restricao:

(%, =[r{ X (420

a qual ird multiplicar os vectores proprios.

Modos Proéprios em Sistemas com Amortecimento Viscos o]

Num sistema com graus de liberdade, as energias cinéticas e patedo dadas por:
_1 o
T= Ezz m,- G qj
[
1
V= Ezz Kj qd;
[

(4.210)

ondem, ek sdo os coeficientes de inércia e de rigideguass sao simétricos. Havendo

forcas ndo-conservativas associadas com a fricgécse origina com 0 movimento pode
definir-se uma funcéo de dissipacao:

F=oY Y a9 2a1)

a qual também é positiva definida.

Para este sistema, as equacdes de Lagrange tofoamsaa

d(o”’TJ_o"T+o”1:+d\/_Qr (4.212)

dt\dy, ) &, &, A&,

ondeQ; sdo as forcas generalizadas que actuam no sisBrhstituido as trés expressoes
Iniciais nas equacdes de Lagrange conduz a:

[m{a} H d{q} H K{q} ={Q} (4.213)

onde as matrizem, ce k sdo simétricas e positivas.

75



VIBRACOES DENAVIOS

Considere-se agora a transformacao linear

{at = u{n} (4.214)

onde

[CI=[4T¢l M (4.215)

€ uma matriz simétrica, mas ndo é diagonal. A toammacdo modal elimina os produtos
cruzados nas expressdes das energias cinéticareciabt mas ndo faz o mesmo na funcéo
de dissipagdo. S6 no caso especial em que a rdateamorteciment@ € uma combinacao

linear das matrizes de inércia e de rigidez, éajueatrizC € uma matriz diagonal e as
equagdes do movimento sédo desacopuladas.

O desacopulamento das equacdes também pode oleter«@ndicdes mais gerais, embora
na maioria dos casos, tal ndo seja possivel. Nanemt quando os coeficientes de
amortecimento sdo pequenos, pode obter-se umaiagao razoavel, utilizando a matriz

modal para as transformacdes e ignorando os teforasda diagonal, na matriz de

amortecimento.

Considere-se entdo, a matfizdada por:

(W4l o< €5 2P (4.216)

ondeg, séo os factores de amortecimento.
As equac0Oes desacopuladas exprimem-se entao por:
i (t) + 26, w7, (6) +wirg, (1) = N, (t)r = 12.,n (4.217)

onde N, séo as forgas generalizadas. A solucdo de cadder@ula sera:
1.0 == [[N. () exp{-6,e,(t - ))serwo, (¢ - 1) +
rd

+ exp(cr%t){cosc%t +ﬁserwrd }md 0+ (4.218)

+ {i exp(-¢ wt )serwrdt}/z ©
W

rd

onde o primeiro termo representa a resposta forgadsidois Ultimos, a resposta transiente
resultante do deslocamento e velocidade inigi@sen(0) .
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5. ANALISE DINAMICA DE SISTEMAS CONTINUOS

A representacdo dos componentes estruturais pocamunto de massas que nao se
deformam e de molas que ndo tém massa, consist simmplificacdo da realidade, a qual
€, no entanto, adequada em muitos casos. A repsedendas estruturas por sistemas
discretos permite uma resolucdo mais simples donqueaso de modelos continuos. No
entanto, estes ultimos permitem solucdes mais gagcie quando a geometria do
componente nao € muito irregular, as solucdes targrau de complexidade aceitavel.

Seguidamente, estudar-se-a 0 comportamento de pesasaticas, nomeadamente de
barras, cabos, vigas e veios, ou seja, de pecagasugxclusivamente a forcas axiais, a
esforcos de flexdo e a torgao.

5.1 Vibracfes Transversais de Cabos

Quando uma peca prismatica executa movimentos veesas, as suas forcas de

restituicdo podem resultar da tensdo axial ou d@eaz de flexdo. Na seccédo anterior

estudou-se o caso em que a forca axial era nulad&se, agora, o caso de um cabo no
qual se pode desprezar a rigidez de flexao.

Considere-se um elemento de um cabo sujeito a tap@abT(x) e a uma forca exterior
transversal por unidade de comprimemid,x), sendom(x) a massa por unidade de
comprimento no pont& ao longo do cabo. Assuma-se que o deslocamemisvaesal é
pequeno, e estabeleca-se a equacdo do movimenta, @gn o recurso as condi¢cdes de
equilibrio e a segunda lei de Newton:

{T(x)+aT—(X)dxHaz(x’t)+azz():t)}+ o - 1())az(x,t) _

0x 0X 0X 2 0x (5.1)
= () a2
0 que se reduz a:
(1 +1{T(x) 92 ‘)} — (220 5.2)
0x 0X ot

Se o0 cabo estiver fixo er= 0 e livre enx =L, as condi¢cdes de fronteira aplicaveis séo:

Z0,t)=0 (5.3)
T(x)% :L:o (5.4)

onde a Ultima representa a anulacdo da componemsversal da forca. Note-se que a
primeira condicdo é do tipo geométrico e a segulwdtpo natural, conforme resultariam
da aplicacao do principio de Hamilton.
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Procede-se a procura da solu¢gdo novamente poragépate variaveis:
Ax =254 1} (5.5)
0 que introduzindo na forma homogéng=()) da equacao 5.1 conduz a:

0%z(x 1)
ot?

= —w? 2(x) (1 (5.6)

- o = w9 23 7

Esta ultima equacédo tem de ser satisfeita no domoiiL e a solucao tem de satisfazer as
condicOes de fronteira que derivam de 5.3 e 5.4:

Z0) =0 (5.8)
T(x) d(ZjE(X) =0 (5.9)

Estude-se agora o caso particular de um cabo omfdm = constante), sujeito a uma
traccdo constante em ambos os extremos. Nesteacaqa, 5.7 reduz-se a

Y a2z(x)=0 (5.10)

onde A* = w’m/ T. Considere-se agora a situagdo em que o cabdiestém ambos os

extremos, ou seja, em gqdf) = Z(L) = 0. A solucéo geral da equagéao tem a forma
Z(x) = G senkx+ G, COSA X

Aplicacao das condigdes de fronteira a esta solungglica queC, =0 e que

senAL=0 (5.11)

0 que representa a equacédo caracteristica, o ézntivalo determinante caracteristico dos
sistemas discretos.

A egn. 540 tem um numero infinito de solu¢cdes @mw tA, =rm/L, as quais
correspondem frequéncias naturais do tipo:

w, =A(T/mE)"* [ r=12,.. (5.12)
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A frequéncia mais baixa € a fundamental e as osftasas harmonicas mais elevadas. As
fungBes caracteristicas que correspondem a estpagficias tém a forma:

Z,(x)= A sen m% (5.13)

Estas fungbes constituem uma familia ortogonafo8am normalizadas de acordo com a
condicao:

L

[mz2 (¥ dx=1 =12 (5.14)

0

obtém-se a expressdo dos modos normalizados:

(2" enm® _
Z.(x) = ) senrm- r=12,.. (5.44)

Os nodos destes modos, ou seja, 0s pontos em @eslacamento transversal é nulo
encontram-se em=n (L/r) onden =1, 2, ...r-1. Excluindo os pontos extremos de fixagcao
do cabo, cada modo teml nodos.

Note-se que a forma dos modos normais é definida fomcdo seno na eqn. 5.15 e,
portanto, € independente da traccdo e da massmpade de comprimento. No entanto, a
frequéncia natural (egn. 5.12) aumenta com a teaegdiminui com o aumento da massa
ou do comprimento do cabo.

5.2  Vibracgbes Longitudinais de Barras

Considere-se agora uma peca prismatica encastmadi@lanco. A equacdo do movimento
longitudinal, que foi deduzida na seccédo 3.4.2 é:

0 ou(x, t) 02u(x, 1)
aX{E.A(x) o }—m(x) 32 (5.16)
ondeu é o deslocamento segundo o eixo dp® qual tem de satisfazer a condicdo de
fronteira:
L
(E. A@) ou =0 (5.17)
0X 0

No caso da barra encastrada>emO e livre enx = 1, esta condi¢ao transforma-se em:

uo,t)=0 (5.18)
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ou(x 1)

E. AL ax’

=0 (5.19)

x=L

Note-se que a forma desta equacéo e das condidémntigra € a mesma do caso anterior.
Estudando aqui o caso da viga em balanco, a equirsivalores proprios fica com a
forma:

_d du(y| _ .
dX{E.A(x) s }—w () U(¥ (5.20)
No caso de uma barra uniforme a solucao desta @guaga a forma:

U(x) = C, ser\x+ C,cosh x (5.21)

Aplicando a condi¢do 5.18 resulta q@ =0 e da condi¢do 5.19 obtém-se a equagao
caracteristica:

cosAL =0 (5.22)

a qual tem valores préprios dados por
L
A =(2r-1)— r=12..., 5.23
aos quais correspondem as frequéncias naturais
12 1Ll Y2
w, =\, (EA/m) :(2r—])E(EA( me) (5.24)
As correspondentes fungfes caracteristicas sao:
T X
ur(x):Aser(Zr-;EI r=12.. (5.25)

as quais podem ser normalizadas com a condicao:

L
jmuf(x) dx=1 L r=12... (5.26)

0

donde se obtém a forma final:

Y2
2 T X
U.(x)= (—J sen 2r-1—— 5.27
Neste caso os (r-1) nodos de cada modo encontraiosggontos definidos por

x=n{2L/(2r- 1) (5.28)
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Considere-se agora 0 caso particular de uma bamaas duas extremidades livres, onde
se tem de satisfazer a seguinte condicao de frantei

E.A(x)dEJT(X))()z em x=0el (5.29)

Neste caso estamos em presenca de um sistemasagoes, o que permite a existéncia
de uma solu¢cdo de movimento de corpo rigido. Apticaas condi¢Bes de fronteira a
solucéo geral (egn. 5.21), obtém@e= 0 e a equacao caracteristica &

senA\L=0
a qual tem como valores proprios
T
)\r:rt r=212.. (5.30)

ondeA, = 0 também satisfaz a equagéo e corresponde ao maaimercorpo rigido.

QuandoA =0 a (egn. 5.20) transforma-se em

d*U(x)
=0 5.31
dx? (-31)
0 que tem como solucéo:
Uo(X) = A + B X (5.32)

Aplicacao das condi¢Oes de fronteira e esta sojugmica queB, = 0, resultando que o

deslocamento da barra é constante e independeRrfedeeja, € um movimento de corpo
rigido. A forca longitudinal da barra é dada por:

0%u(x, t

F(t):Jirr(x) e o= 'f'(t)inw U dxo (5:33)

e é nula pois ndo ha forcas a externas a actuzarma

As funcBes caracteristicas que correspondem aogesabroprios correspondentes a0
na (egn. 5.30) sé&o:

U.(x)= A cosm% r=12,.. (5.34)
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5.2.1 Vibracdes Torsionais de Barras

Considere-se agora uma barra ndo uniforme e dséirmeixo dog ao longo do seu eixo
neutro. Assuma-se que a forma das seccoes traasvera falta de uniformidade da barra
sdo de molde a que o movimento possa ser constlesgatdo, sem empeno. Quando a
seccéo deixa de ser circular, as secc¢0es transvécsen sujeitas a um empeno durante a
rotacdo. Para além disso, desde que as seccOsgensais ndo sejam uniformes ao longo
da barra, os deslocamentos deixam de ser propaisiardistancia ao eixo de rotacao.

Num elemento de barra, de comprimedio o momento torsoM, que corresponde a
deformacédo anguld& é dado por:

29(x, 1)

M (% t) = G. (X o

(5.35)

onde GJ é a rigidez torsional. Estabelecendo as condig¢igegquilibrio, a equacao do
movimento é:

M (x.t)

Me 00 s, (1) =19 2 000

ondel(x) € o momento polar de inércia da massa por unidadeomprimento eM, o

momento torsor externo por unidade de comprimeBigbstituindo a expressao do
momento torsor (5.63) obtém-se a equacdo do mowmen

2Je a9 x9= (3T (5:37

Estuda-se agora o caso de um veio encastrado ntremexe com um disco rigido no
outro extremo. No extremo= 0, a condi¢ao de fronteira aplicavel é:

6(0,t)=0 (5.38)
e Nno outro extremo que esta no balanco,

A ) (5.39)

2
xX=L d x=L

G. J( @—dg(;(’ Y

onde |, € o momento polar de inércia da massa concemiadatremo.
Adoptando uma soluc¢éo do tipo
8(x, 1) = 8(x) (1) (5.40)

transforma-se o problema de valores préprios nairsiegequacao diferencial:
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-i{e. e %(XX)} - 1(x) 8(x) (5.41)

No caso de uma barra uniforme a eqn. 5.65 redaz-se

d*6(x)
dx?

+A29(x)=0 (5.42)

onde)’ = w?* 1/GJ. A solucdo tem a forma:
6(x) = C, senAx+ C, cos\ X (5.43)
Aplicando as condicdes de fronteira a esta solobiém-seC, = 0 e:

tanAL =£L (5.44)

I, AL

As solucbes desta equacdo &in tém de ser obtidas numericamente e a cada solucdo
corresponde uma frequéncia natural:

w = A LGI)1,2)7 r=12... (5.45)

Note-se que neste caso as frequéncias naturaiga ndo sdo mdultiplos da frequéncia
fundamentako, Os modos naturais tém a forma:

6,(x) = A senA, x r=1.2,.. (5.46)

e a condic&o de ortogonalidade tem a forma de:
[156,(x6.(¥)dx+6,(L)g,(L) =0 rs=12,....,r #s (5.47)

Note-se que no limite em quel - 0, as solu¢des da equacdo da frequéncia tornam-se
multiplos dett ou seja,A, L = (r —1)n paraA, L >>1. A partir das eqns. 5.44 e 5.46 pode

demonstrar-se que os modos elevados tém nodos=el) pelo que nestes casos o disco
esta em repouso.

5.2.2 Vibracdes Transversais de Vigas

Na seccao 3.4.4., deduziu-se a forma da equacagayeena o0 movimento de uma viga a
vibrar sob o efeito de uma carga transversal. Odos\ale vibracdo sao determinados a
partir da seguinte equacéao diferencial:

d*Z(x)
dx*

-MZ(x)=0 (5.48)
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onde \* =w? Y/El e a equacgdo é valida para vigas uniformes. A &olggral desta
equacao é:

Z(x) = G senA x+ G, cos\ x+ GsinhA x- G coshh x (5.49)

Considere-se o0 caso de uma viga encastrada e amcbalNeste caso, as condi¢cbes de
fronteira seréo:

dz(x) d2z(x)| d°z(x)
Z(0)= = = =0 5.50
( ) dx |xo dX® |xeL A |xeL ( )
A aplicacéo destas condi¢cdes conduz a equacaderastca:
COSAL cohAL=-1 (5.51)

a qual tem de ser resolvida numericamente parar aidevaloresA,, aos quais
correspondem modos naturais com a seguinte expressa

Z.(x) = A{(sem, L —serh, L)(sem, x - serh/ x) +

(5.52)
+(cosA, L + coshd, L)(cosh, x + coshd, x) r = 12,...

0S quais constituem um conjunto completo de fungdegonais.

Considere-se agora o caso de uma viga uniforme tigs duas extremidades. Neste caso,
as condicdes de fronteira aplicaveis seréo

2 3
ddi(ZX) - ddz)<(3x) =0 emx=0,L (5.53)

A equacdo caracteristica deste problema é

cosAL coBAL=1 (5.54)

a qual também so pode ser resolvida numericamsta.equacao tem uma raiz dupla,
A, =A, =0, caso em que a equacdao diferencial se reduz a:

d*Z(x)
=0 5.55
dx* (5-59)
com a solucéo geral:
Z(x)= D, + D,x+ D,X + D, X (5.56)

A aplicagédo das condi¢oes de fronteira implica qye= D, = 0, pelo que os dois modos
que correspondem aos movimentos de corpo rigido sao
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Zy(x) = A (5.57)
Z,(x) = A( x——) (5.58)

As outras solucdes da equacao caracteristica datenma forma das restantes funcdes
proprias:

Z.(x) = A{(sem, L - serh, L)(sem, x - serh/ x) +

(5.59)
+(sen), L +serhA L)(cos), x + coshd, x) r =12....

Os modos naturais indicados nas expressdes 5.5@&9estdao ainda normalizados. A
condicao de ortogonalidade com o primeiro modo:

Im( (% Z(} deo =23, (5.60)
reduz-se a:
jm( (% dx=0 L 1=23... (5.61)
A condicao de ortogonalidade com o modo seguinte é:

jm( (¥ z(} de0 , =2,3... (5.62)

Estas duas ultimas expressdes exprimem a condeape em vibragbes livres ndo ha
forgas transversais nem momentos, relativamenteatoo de massa, a actuarem na viga.

Com o aumento de\L, o coh AL, aumenta muito, pelo que as raizes da equacdo
caracteristica podem aproximar-se pbrLz(Zr—])(rr/ 2). Note-se que para modos

elevados torna-se menos correcto desprezar o efeitieformacao de corte e da inércia de
rotacdo, que esta implicito nesta formulagéo.
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6. METODOS APROXIMADOS DE ANALISE DE SISTEMAS
CONTiINUOS

Nos dois capitulos anteriores, estudaram-se métedastos de analise de sistemas
discretos e de sistemas continuos. Agora, serdisath@s alguns métodos aproximados da
solucéo de problemas que envolvem sistemas costinuo

O principio basico dos métodos aproximados é atifwibdo de um sistema continuo por
um sistema com um numero finito de graus de likrdande o nimero adoptado esta
relacionado com a preciséo pretendida. Um grupmét®dos considera uma solu¢cdo com
a forma de um somatério de funcbes com uma fornfanid@ multiplicadas por
coeficientes de valor desconhecido. Outro grupamd¢odos utiliza uma discretizacao
especial do sistema, a qual se pode conseguir miediaoncentracdo da massa do sistema
num conjunto de pontos ou mediante a utilizacacogécientes de influéncia.

No primeiro caso, a massa do sistema é concentradaconjunto de pontos ou estacoes,
enquanto que o0s segmentos entre dois pontos ndom@sa mas tém uma rigidez
uniforme, o0 que se representa adequadamente pas.midb método dos coeficientes de
influéncia ndo se introduzem hipoteses relativamandistribuicdo da rigidez do sistema,
embora também se considerem as massas concergnadastos pontos.

6.1 Método de Rayleigh

Este método, que ja foi tratado na seccdo 4 paraso de sistemas discretos, utiliza-se
normalmente para a determinacéo da frequéncia fiugdial de vibragdo sem o recurso a
solucéo das equacdes do movimento. Baseia-se mgdgo de Rayleigh, o qual diz que a
frequéncia de vibracdo de um sistema conservatieovipra em torno de uma posicéo de
equilibrio, tem um valor estacionario na vizinhamg um modo natural. Este valor é
mesmo um minimo na vizinhanca do modo fundamental.

No caso de um sistema discreto, o deslocamentoajza€lo da massa tem a forma:
a(t)=y f(1) (6.1)

ondef(t) € uma funcédo harmodnica no tempo. Com base nestaicio, as energias cinética
e potencial do sistema sdo dadas por:

T()=2{d"Im{g F() 62)

1
V(9= H{d"IK{¢ #() ©3)
Num sistema conservativo, a energia t&tél constante:
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E=T+V=T_,=V (6.4)

max

e igual ao valor maximo da energia cinética ou atencial. Quando o sistema passa pela
posicdo de equilibrio, a energia potencial é zesoeeergia cinética € maxima. Quando o
sistema chega ao deslocamento maximo, a energéiceinanula-se mas a energia

potencial tem o valor maximo.

Quando o movimento é harménico com frequénxcia

f(t) = senwt (6.5)

as energias cinética e potencial também sédo hacasnom uma frequéncia?2

T(t) = T, a COS 0Ot = T";X (1+ cosut) (6.6)
V(t) =V, serfwt = VmTax (1- cos2ut) (6.7)
onde:
Tl =50 Joo? = oo’ 68)
1,47
VmaX(t) ZE{U} M{ L} (6.9)

Igualando os valores maximos das energias, de@cord a eqn. 6.4 resulta:

v (K |
™ Wy Y o

0 que ndo é mais do que a expressado do cocieRaydigigh deduzida no capitulo 4.

Considere-se, agora, 0 caso de sistemas contiougsodde uma viga. Considerando que o

potencial da gravidade se pode desprezar, a erpotgacial da viga é igual a sua energia

de deformacéo. Numa viga sujeita a flexao, as eaweanética e de deformacéo sdo dadas
por:

1L
T=§J;mV\f dx (6.11)

L
T :ij Elw? dx (6.12)
2 0

Considerando que a deformacdo é harmonica no teogwo, frequénciaw os valores
maximos da energia sao:
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Tow =50 ) (o 6.19
\%Mzéiamﬁ{W(%zdx (6.14)

donde se obtém a expressao da frequéncia:

E.l w? dx

W= (6.15)
mw dx

{

ot

Considere-se 0 exemplo de uma viga em apoios sigleuportar uma madsgacolocada
a meio do seu comprimento. No caso de uma viga aamassa adicional, os modos
proprios de vibracéo tém a forma:

Z,(x) = sen— (6.16)

Utilizando como deformada o primeiro modeX), pode deduzir-se a frequéncia natural a
partir da egn. 6.15, onde se acrescentou o t&éfma/2 ao denominador para representar a
energia cinética da massa:

d_ﬁa 1

3
2 mL,
2

(6.17)

No caso em qud=0, esta equacdo da o valor correcto de frequératiaal do primeiro
modo:

, _TTEl
w = 3
mL

(6.18)

No caso limite em que a massa da viga se pudespeedar relativamente a massa que ela
suportavarg=0), a frequéncia era:

M_#H
ML3

(6.19)

Considere-se, agora, outra aproximacao possiviiaantlo a deformada da viga resultante
da hipotese de esta ndo ter massa distribuidasamasnte concentrada no seu centro de
massa. A deformacéo estéatica provocada por uma pargual é dada por:
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2
X X 1
=—33-4— <X<— 6.20
WX = {3 A(L) } 0<X<3 (6.20)
_ X X\ 1 X
vv(x)—(l—tj{:%z(l—fj } §<T<1 (6.21)
Introduzindo agora estas expressdes na egn. Gabaem:
2 _ 483EI - 1 (6.22)
L X mL+ M
35
Os valores limites desta frequéncia nos cde8 em=0 sao respectivamente:
988El
W =—— 6.23
ML ( )
48 El
W =—— 6.24
VIE (6.24)

Comparando estes valores com as eqgn. 6.18 e 6el€agumais correctas, pode concluir-se
gue estes valores aproximados séo cerca de 1.58@eg do que os anteriores.

Outro exemplo de aplicacdo é a determinacdo dadresp fundamental de vibracdo de
uma viga encastrada em balanco sujeita a vibrdgaggudinais. A secgéao transversal da
viga vai diminuindo da base para o extremo, sendigtabuicdo de massa por unidade de
comprimento dada por:

m(x) =2 nEl—%) (6.25)
e a distribuicdo da area € semelhante:
E.A(X)=2 Eﬁgl—%j (6.26)
Escolha-se a forma da primeira funcao caractegisiégcuma viga encastrada em balanco:
u(x) = sen™X (6.27)

a qual, obviamente, satisfaz as condicdes de frarde problema.

Neste caso, o cociente de Rayleigh é dado por:
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W =RU=2— (6.28)
Jm(%) ¢(3 dx
0
Aplicando os integrais:
{ } dx = 2EA(>§( ) j( Xj COSzEdX:E—A(1+Ej
L 2L 2L 4
) (6.29)
L 4
dx= 2 (1__) sert X ax="{1- 2}
J(; )9 < qﬁ 2L 2 ™
e introduzindo-o0s na expressao anterior conduz a:
1+(r/4) EA EA
w’ =—73———=5831 6.30
- (4/T[2) mL® mL® (6.30)
donde resulta que
12
w= 2.415( EAZJ (6.31)
mL

Este problema pode ser resolvido exactamente catwli uma frequéncia com um
coeficiente igual a 2.405, pelo que a aproximagi®&ayleigh conduz a um valor cerca de
0.4% superior.

6.2 Método de Holzer

Este método baseia-se em aproximar o sistema congar um sistema discreto cam
graus de liberdade. Enquanto o método de RayleigheBnsidera vérias fungbes que sao
continuas, a aproximacgao de Holzer consiste emassas concentradas em varios pontos
ao longo do sistema. Entre cada massa havera utaagom®é considerada como néo tendo
massa e possuido uma rigidez uniforme.

As equacg0es diferenciais do sistema continuo sé@xiapadas por equacdes as diferencas
finitas que relacionam as forgcas com as deformagidte os dois extremos da massa e da
mola, consoante o caso.

Para um sistema continuo, a relacdo entre o ém@ﬂotagéoe(x, t) € 0 momento torsor
M (xt) é:

J H(X,t) _ MT(x,t)

ax  GJIX

(6.32)
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onde G J(X) ¢é a rigidez torsional. No caso de oscilacbes divaeequacdo do movimento
é:

o MT(x,t)
J X

= |(x)% (6.33)

ondel (X) € a inércia das massas concentradas.

Considerando agora qud, e® s&o harmonicos no tempo com uma frequéncis
equagodes transformam-se em:

de _ M, (x)
dx GJ(¥ (634
d M, 2
- X(X) = - 1 ().0() (6.35)

onde agoraM, (x) €8 (x) s&o as amplitudes das oscilacdes.

Considere-se um veio nao uniforme com uma sériendssas concentradas. Defina-se
g° e MF como a deformagdo angular e 0 momento torsokineneo esquerdo do dis¢o

e §° eM" como os valores das variaveis no lado direito.
Como o disco é rigido tem-se:
g =g"=4 (6.36)
O momento polar de inércia da massa sera:
I, = 1(%).AX (6.37)
Aplicando agora a segunda equacao a niastaém-se:
MP - ME =a?l, § (6.38)

Considerando o segmento de veio entre as massasl, a primeira equacdo com as
derivadas substituidas por diferencas fica:

Ax 2 GJ

QEl_HD ~£ MiEl_ I\/IiD

(6.39)

onde o0 momento torsor foi substituido pelo seurval@dio. A segunda equacéo reduz-se a

Mil-zu — MiD —

A 0 (6.40)
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pois a inércia do veio ou da mola que o representda. Daqui se infere que
M& = MP (6.41)

0 que se substitui na equagéo anterior para canauzi

05 =67 +ME (6.42)

Nesta expressao a fraccao pode interpretar-se aatafieccao angular no poritel
devido a um momento unitaribl;, =1 quando se impede a rotagdo do ponisto é a
definicdo do coeficiente de influéncia de flexithdde torsional, , o que transforma a
equagao em:

=6 +C M? (6.43)

Recordando que a rotacdo numa massa € igual dedadimis e combinando com esta

equagao vem:
BID 1 0 HIE
el

{'\6/"}[) Z[Tf‘]i{l\é;l}f (6.45)

onde [Ty], que se denomina matrix de transferéncia do naciceia as deformacdes
angulares e os momentos em ambos os lados da massa.

ou

Pode também construir-se matrizes equivalentesgsavaios entre massas levando a:

g1 [1 ¢4
{Miil}{o 1HMP} (6.46)

{'\6/'}: ) [T“]i { I\H/I }iD (6.47)

onde [I,] é a matriz de transferéncia da mola e relaciendedormacfes angulares e 0s
momentos nas duas extremidades da mola.

ou

Considere-se agora um sistema oaofi massas @ molas. E possivel ir progredindo de
um lado para o outro de uma massa e de um extramacopoutro de cada mola de forma
sucessiva:
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ol

{3}: Z[Tm]i{l\e/l}j =[Tn]1[Tm]1{,3}lE E[Tn]l{,\e,l}E (6.49)

1

{1\6/:}1 :[Tm]i{,\é,’,}iD =[T], [T]l{,\i}E (6.50)

+ |

{l\i}n: :[T]n{,\j}f =[T], [T]n_l[T]l{,\HA}E (6.51)

{3} ) [T”]"”{ ' } - [T]{ y } (652

7], =[] [T, (6.53)

onde:

€ a matriz de transferéncia que relaciona o deslesto angular e 0 momento torsor no
lado esquerdo dos nos i+1.

A matriz de transferéncia global é:

[7]= [Tn]nﬂlill [7], (6.54)

e relaciona o lado esquerdo do primeiro n6 condo threito do dltimo.

Da Ultima matriz de recorréncia, denominarigoos elementos da matflz pode escrever-
se as condi¢cdes no lado direito da ultima massa:

Q]E:-l = -rll HlE + T12 ME (655)
Mr!l:irl = T21 3]!5 + T22 ME (656)

A estes valores bem como as iniciais, do lado edquio primeiro nd € necessario aplicar
as condicdes de fronteira.

No caso de um veio livre nos dois extremos as ¢oedide fronteira serao:

ME=MP, =0 (6.57)
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donde se conclui que é necessariolter= 0, 0 que representa uma equacgao algébrica de
ordemn + 1 emw?, denomina-se a equacgio da frequéncia. Neste béésm-se uma raiz
nula.

No caso de um extremo e livre e outro encastradordicoes de fronteira serao:

ME=g°,=65,=0 (6.58)

n+1 n+1

0 que tem como equacéo de frequéfigia 0, que é de ordemem w’

No caso de encastramento no primeiro extremo e figrultimo a condigcéo seré:

QE:QD:ME =0 (6.59)

n+1
resultando na equacde, = 0, também de ordemem w?

Finalmente, o encastramento nos dois extremosaleva

& =6 =62, =65,=0 (6.60)

n+1

comad equacao de frequéncia, = 0, de ordenm - 1 emw”

As equacbes da frequéncia podem ser resolvidagyadguer método. Depois de obter os
valores dew, pode substituir-se nas matriz€se reconstituir a equagéo de recorréncia,
calculando os modos préprios de vibragdo e o disgrale momentos torsores

correspondentes a cada frequéncia.

6.2.1 EXEMPLO DA APLICACAO DO METODO DE HOLZER AS VIBRACOES
TORSIONAIS

I, =1,,1,=21,,1,=3l,,
GJ GJ GJ
=Tk =k =2 k=3
. s
|1 [ |
kre [ ] k12 kT3 k1g

,_
—_—
(I
—
)

R

P

94



VIBRACOES DENAVIOS

A matriz de inércia é dada por:

I, 0 0 100
[1,]=|0 1, 0[=1,/0 2 0],
0 0 I, 00 3

e a matriz de rigidez por:

o3 20
[k]:T‘] -2 4 -2
0 -2 5

Resolvendo o problema de valores préprios tem-se@éntes frequéncias naturais:

w, = 07546 |2

w, =1.4142

ﬁﬁ
o |G| O

w, = 20241 2L

2

Procede-se agora a uma nova numeracao para acaplida método de Holzer

|£‘

=
ka
o
(%]

k11 kT2 k13 k14

R

P

,_
—_—
(I
—
2

Ly

Para o encastramento nos dois extremos leva a:
E D _
6 - =6, =0

com equacao de frequéndia = 0, de ordenm - 1 emw”.

Ax =L =L, =L, =L
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Assim tem-se queisl(L/GJ), ¢=1/2(L/GJ), ¢=1/2(L/GJ) e ¢=1/3(L/GJ).

A numeracao matricial respeita a seguinte nomamelat

a, L= T L1 L L=
—~ ) £ : "\: A
z@ Iy liy [ el E(j-‘m X
(e _ c=l
Gy, :] Gl '
e —epe——ax, —=|
Xy 1 Tiel
M r;". o M, L] L M
C!‘ __gi=0 r
: =t ———}
Si=l (==
A rutie |_.__ A __I

Para o primeiro no:

al, L-oa, ), omtre o, ]

sabe-se entdo que

6 =6 =6,

e

MP =-a? 0, B +M S

Para a primeira mola:

ol o S, o mef3 5

A matriz de transferéncia do né 1 para o né 2deséguinte forma:
(1_ g Dl) G
us

(_wz Dl) 1
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Sendo as seguintes matrizes de transferéncia gadas

- {(12_0;)2&?:51) ﬂ comi=2,3.4

Para 0 nosso sistema a matriz de transferéncialgleba:

[T] = [Tnls. [T]a. [T]a. [T]2. [T]a

com

[T]. =

1|72

|
1
=y
|
eI\.)
|
-
N —
=

R N

[T]3 =

PN

o)

(-3e?) 1]

|y o

depois de se obter [T]

[T]4 =

O

O equacao polinomial possui a seguinte forma:

T = (- Cl.C2.034:C4.|2.|3.|4).W6 + [( - ( - G.l3- Gy - C4.|3).C2.|2 + G.Ca.l3.14 + C3.C4.|2.|4).C1 +
C2.C3.C4.|3.|4].W + [( -G.lo-gly-Gulg - Gulz - (C3+C4).|2).C1 - G.Cals + (-C3.|3 - C.la -

Cala).c W+ +6+G+au=0

Para este polinomio as solugdes reais sao dadas por

a)l:1 21-6v7 |2 = 07546 |2
3 LI, Ll

w, =21 S 141428
Li, Ll

w, :%E/21+ 67 /ﬁ‘] = 2.0241/5‘] .
D D
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que confirma a solugéo de valores proprios.

6.3 Método de Myklestad para Vibrac¢des Flexurais

O meétodo de Myklestad aplica-se as vibracbes flgude vigas, baseando-se em
principios semelhantes ao método de Hozer.

Parte-se das equacdes que descrevem as vibragéegeliuma viga:

Q(x ) = —w (6.61)
oQ(x, t) ~ o"zvv(x, t)
= = x)—d2 (6.62)

ondew(x,t), € o deslocamento transver€g(x,t) € o esforco transversbi(x,t) 0 momento
flector em(x) a massa por unidade de comprimento.

Considerando que as forcas e deslocamentos sddrieas no tempo, aquelas equacdes
tornam-se em:

Q(x) =~ dl\g)((x) (6.63)
dQ(¥) _
W——afn(x) W ¥ (6.64)

ondew(x), Q(x) e M(x)sdo as amplitudesveé a frequéncia de vibracgéo.

Considere-se uma viga ndo uniforme e aproxime-se ym conjunto de massas
concentradas ligadas por segmentos sem massa masgnecaigidez de flexdo constante
(molas).

Determinando a derivada da 1.2 equacéo por difesdingtas aplicadas ao segmento mola-
massa deai+1 e denominandD eE o extremo direito e esquerdo do segmento vem:

Mi?—l ~ MiD —

. -Q (6.65)

O momento dos dois lados da massa € igual, deslsegdespreze o efeito da inércia de
rotacao:

MP =MF (6.66)

Assim,. a equacao transforma-se em:
M, = MP - QPAx (6.67)
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a qual se aplica ao segmento de mola.

Reformulando a segunda equacgéo com diferencaasingm:
Q°
Q =~ n{x) W %) (6.68)

ou atendendo a qu®g = n{ ),()A X

Q"=Q ~wmw (6.69)

As condi¢des de continuidade na massa vao exigidgglocamentos e rotacbes de ambos
os lados sejam iguais:

= WF = w (6.70)

dw(¥
dx |x

Y = =yg° =y (6.71)

Considere-se agora os coeficientes de influéncia:

C"™ - deslocamento eirt| devido aQ?, =1

C"™ - deslocamento e+l devido aM 5, =1
C’® - rotagdo em+l devido aQf, =1

C"™ - deslocamento eii+l devido aM 5, =1

Em todas estas situa¢Bes considera-se qué esté fixo. Os deslocamentos erhpodem
relacionar-se com os que se daoigrur:

Wy =W HgPA + G ML+ G0 @ (6.72)
()U|+1 [/I + CWM M|El + Q¢Q Q?-l (673)

Como néao ha forgcas de inércia na mola,
Q5.=Q% e M, =M’ -QAx (6.74)
O que substituindo na equagéao anterior leva a:
Wy = WP+ P + G M+ (G- Axe) @ (6.75)
W =y +CM MR +(G - ax G (6.76)
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Relaciona-se as grandezas do lado direito e esmdarthassa, de forma matricial.

w)® w)E
W B 7
ui =y (6.77)
QJ, Q).
Onde a matriz de transferéncia do no é:
1 0O 0O
1] = 0190 6.78
T 0 010 (6.78)
-w'm 0 0 1

De modo analogo se relaciona o lado direito de mmrassa com o lado esquerdo da massa
seguinte:

w)F w)®
7 7
iz [T..] " (6.79)
Q i+1 Q i
através da matriz de transferéncia da mola dada por
1 a5 G™ (GR-axg™)
0O 1 c™ R —AxC
[1.]= e -ax ) (6.80)
0O O 1 - Ax
0O O 0 1

Desprezando o efeito da deformacdo de corte e samando C =A,xi/El , os
coeficientes de influéncia vém:

ce=g(ax)’/s  ¢°=cay?2

C™ = GAx/2 ¢M=c

A matriz de transferéncia de mola vem entao:

Lo conjz -clor)/e

L O ~Gax/2 (6.81)
o0 1 Y
0 0 0 1
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A matriz de transferéncia relativa ao conjunto raassla é o produto das outras:

Aplicando o método sucessivamente+d massas e as molas que as ligam obtém-se a
matriz de transferéncia global:

(7] =[T].. |‘J (1] (6.83)

que relaciona o lado esquerdo do primeiro n6 céado direito do ultimo:

w w
Y| 7
Ml = [T] M (6.84)
Q Q

A resolucdo deste sistema de quatro equacbes aoquatdgnitas necessita da
especificacao das condi¢des de fronteira.

Por exemplo se ndo ha deslocamento de suportﬂsateizes[Tn] e [Tn]n+1 reduzem-se a
identidade.

Considere-se o exemplo de uma viga encastrada >er0(i=1 e livre em
x=Li=n+1).

As condicOes de fronteira no encastramento sao:

wy =w’ = w =0 (6.85)
Yr =y =¢,=0 (6.86)
e no extremo livre s&o:
M2, =0 (6.87)
Q°, =0 (6.88)

Aplicando estas condi¢des as duas ultimas equagisistema resulta em:
0=T, ,MF +T,QF (6.89)
0=T,ME+T,,Q (6.90)
0 que conduz a equacao de frequéncia correspora@antgdar o determinante:
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T, T
{ * 3“} =0 (6.91)
T43 T44

ondeT, é o termo da linhke colung da matriz[T].
As frequéncias naturais obtém-se desta matriz patgger dos métodos apresentados
anteriormente. Os modos préprios obtém-se subwdibuio valor da correspondente
frequéncia natural na matriz de transferéncia eutatdo os valores das grandezas nos
varios pontos ao longo da viga, varianhdie 1 an:

W W
w(f) 1 ) w(l’)
= T 6.92
M (r) i:kl_!l[ ] M (r) ( )
(r) (r)
Q" J, Q" .

Neste caso especifico, no extremo encastrdtio= ¢/F = 0.

. . . . E ,
Além disso considerando a normallza({avz}“)}1 =1 obtém-se:

(@} =-7/7Y (6.93)
donde
w1 E wi)
(r) 1 (r)
I,G(r) =i:k|_ll[T(r)] l,\/;(r) (6.94)
Q(r) K _T33(r)/T?E:1)

0 que permite calcular o vector de estado ao lalagaga fazendo varidrde 1 an.
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