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Sugestão de cotações 
 

1. 2. 3.1 3.2 3.3 4. 5. 6.1 6.2 6.3 7.1 7.2 8.1 8.2 9. 10. Total 

10 10 14 14 14 10 13 14 14 14 10 13 13 14 10 13 200 

 

Propostas de resolução 
 

1. O nú mero de casos possí veis e  8

4C , qúe e  o nú mero de maneiras de escolher qúatro amigos entre os 

oito. Para o nú mero de casos favora veis, ao total de possibilidades de escolher qúatro amigos, retiram--

se todos os grúpos de qúatro em qúe os dois membros do casal na o estejam presentes. Para isso, 

escolhem-se dois amigos entre os restantes seis (exclúindo o casal), sendo o nú mero de maneiras de o 

fazer e  6

2C . Assim, o nú mero de casos favora veis e  8 6

4 2C C− , pelo qúe a probabilidade pedida e  

8 6

4 2

8

4

C C

C

−
. 

Resposta: C 

 

2. O declive da reta r  e  dado por 
4 2 2

3 0 3

B A

B A

y y

x x

− −
= =

− −
. Como o ponto de coordenadas ( )0,2  pertence a  

reta r , a súa ordenada na origem e  2 , pelo qúe a eqúaça o redúzida da reta r  e  
2

2
3

y x= + . 

 

Logo, 
( ) 2

lim
3x

f x

x→+
=  e ( )

2
lim 2

3x
f x x

→+

 
− = 

 
, pelo qúe: 

 

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

2
3

3 2 3 3
lim 2 lim lim

x x x

f x f x x
f x x f x f x

f x
x x x→+ →+ →+

 
− −   −   − = = =

 
   

 

                                                                     ( )
( )

2
3 lim lim 3

3x x

f x
f x x

x→+ →+

 
= −  − = − 

 

2

3
 2 4 = −  

 

Resposta: D 
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3.1
( ) ( )

2
2 2

2 2 2

4
1

4 1 4 1
lim lim lim lim

k x

x x x k xx x x x

x
x

e x xg x x x

e e e e−→+ →+ →+ →+

−
− + − +

= = =


2x
2

1

x x k x

x

e e e−

 
+ 

 
=

 
 

 

                          
( )

2

1

2 2 2

11 0

4 14 1 4 1 11 1
1 1

lim lim lim

lim
k k

Limite notá

x

ve

x

l

x kx x kx x x

x

x x x x x

ee e ee

x

− +−→+ →+ →+ −





+



→



− +− + − +
+ +

=  =  = 
+

 

 

                          
1 0 0 1

0 0 0 0 0
− +

=  =  =  =
+ +

 

 

3.2 A fúnça o g  e  contí núa em 1x = −  se ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

g x g x g
− +→− →−

= = − . 

 

▪ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
22

1 1
lim lim 4 1 1 4 1 1 1 4 1 6k x k k k

x x
g x e x x e e e

+ +

− − −

→− →−
= − + = − −  − + = + + =  

 

▪ ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 1 4 1 1 1 4 1 6k k kg e e e− − −− = − −  − + = + + =  

 

▪ ( )
( )( )

( )
( )

2

1 111 1 1

0

1 1
1 2 2

0

)

1 22 1
lim lim lim lim lim 2

1 1 1
xxx x x x xi

x

x xx x x
g x x

e e e
− − − − −++→− →− →− →− →−

+

 
 
  + −− − +

= = =  − =
− − −

 

 

              ( ) ( ) ( ) ( )
01

1 2
2
1 0

0

0

2 1 1
lim 1 2 2 lim 3 2 3 2 3 6

11 1 1
lim

yy yx
y x y

x y

Limite notáv

y y

y

el

y y

ee e

y
−

−

−

−

−

+
=  + =

→−  →

→ →

→

=  − − =  − =   − =   − = −
−− −

 

 

Assim, 6 6 1k ke e− −= −  =− , qúe e  úma eqúaça o impossí vel em , pelo qúe na o existe k  de modo qúe 

a fúnça o g  seja contí núa em 1x = − . 

 

)i
( ) ( )

2

2
1 1 4 1 2

2 0 1 2
2 1

x x x x x
 − −   −

− − =  =  = −  =


. Logo, ( )( )2 2 1 2x x x x− − = + − . 

 

3.3 Para 1k = −  e  1,x − + , tem-se ( ) ( )2 4 1xg x e x x−= − + . 

 

Tem-se: 

 

▪ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 1 4 1 4 1 2 4x x x xg x e x x e x x e x x e x− − − −  = − + + − + = − − + + − =  

 

              ( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 1 2 4 4 1 2 4 6 5x x x xe x x e x e x x x e x x− − − −= − + − + − = − + − + − = − + −  
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▪ ( ) ( )
( ) ( )

( )

2

2 2
6 6 4 1 5

0 6 5 0 0 6 5 0
2 1

Impossível em

x xg x e x x e x x x− −
−  −  −  −

 =  − + − =  =  − + − =  = 
 −

 

 

                     
6 16 6 4 6 4

5 1
2 2 2

x x x x x
−  − − − +

 =  =  =  =  =
− − −

 

 

Fazendo úm qúadro de sinal de g   e relacionando com a monotonia de g : 

 

 
x  1−   1   5  +   

 xe −  n.d. +  +  +  +  +  
 

 2 6 5x x− + −  n.d. −  0  +  0  −  
 

 
( )g x  n.d. −  0  +  0  −  

 

 Monotonia e 

extremos de g  
n.d.  mín.  máx.  

 

 

Portanto, para 1k = −  e  1,x − + , a fúnça o g  e  decrescente em  1,1−  e em  5,+  e e  crescente 

em  1,5 . Tem mí nimo relativo em 1x =  e ma ximo relativo em 5x = . 

 

4. Tem-se, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3

5 5 5 5 5 5

125
log log 5 log 5 log 5 log 5 log

5

x
x

x x x

x
a a

a

   
= − = − + =       

 

 

                                               ( ) ( )
5lo

3

22
5 5

g

3 3
log 5 1 log 1 1

2 2a

x

x

x x
x a x x x

=
= − + = − −  = − + −  

 

Resposta: A 

 

5. Pretende-se mostrar qúe existe pelo menos úm  1,3c  tal qúe ( )( ) ( )( )g f c f g c=  , de úma forma 

eqúivalente, qúe existe pelo menos úm  1,3c  tal qúe ( )( ) ( )( ) 0g f c f g c−  = . 

 

Seja h , a fúnça o definida em  1,3  por ( ) ( )( ) ( )( )h x g f x f g x= −  . Vamos mostrar qúe a fúnça o h  tem 

pelo menos úm zero em  1,3 . 

 

Tem-se: 

 

▪ a fúnça o h  e  contí núa em  1,3  por ser o prodúto, a composiça o e a diferença entre fúnço es contí núas 

no seú domí nio; 
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▪ ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 31 1 1 1 1 1 3 3 log 1 log 3 3 0 1 0 1h g f f g g f f g g= −  = −  = −  = −  = − =  

 

∴ ( )1 0h  ; 

 

▪ ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 33 3 3 3 3 3 log 3 3 log 3h g f f g g f f g f f= −  = −  = −  =  

 

       ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3 3log 3 3 1 log 3 3f f f f= −  = −  

 

Como ( )0 3 1f  , enta o ( )( )3log 3 0f  , pelo qúe ( )( ) ( )3

00

log 3 3 0f f



−  . 

 

∴ ( )3 0h  . 

 

Logo, como ( )1h  e ( )3h  te m sinais contra rios ( ( ) ( )1 3 0h h   ), e como h  e  contí núa em  1,3 , pelo 

corola rio do teorema de Bolzano-Caúchy, a fúnça o h  tem pelo menos úm zero em  1,3 , oú seja, existe 

pelo menos úm  1,3c  tal qúe ( ) ( )( ) ( )( ) 0h c g f c f g c= −  = , pelo qúe a eqúaça o dada e  possí vel em 

 1,3 . 

 

6.1 A fúnça o f  e  contí núa em + , por ser o prodúto e a diferença entre fúnço es contí núas no seú 

domí nio, pelo qúe, se o seú gra fico tiver assí ntota vertical, so  podera  ser em 0x = . 

 

Assim, ( ) ( )
( )

( )
0

0

1 1

0

0 )

2

2

2

1 1 1
lim lim ln 2 lim ln 2 lim ln 2

ii
y x

x y

xx

y

y

x

y
f x x x y

y y y
+

+ + →+ →+



=  =→

→  +

→

→ 

      
 = − = − = − − =            

 

 

                                 
2

ln ln 1 1
2 lim 2 lim lim 2 0 2 0 0 2

Limite not e

y

áv l

y y

y y

y y y→+ →+ →+

− − −
= − + = − +  = − +  = − +  = −

+
 

 

Logo, como ( )
0

lim
x

f x
+→

 e  finito, o gra fico de f  na o tem assí ntota vertical em 0x = , e, portanto, na o tem 

assí ntotas verticais.  
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6.2 O domí nio de validade da eqúaça o e  +
. 

 

Tem-se ( ) 2 22 22 2ln ln 2 2ln ln 2ln 2f x x x x x x xx xx x+ =  − + =  + = +   

 

                                                  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 nln 1 2 ln 1 0l 1 2 ln 1x x x xx x = +  −+ ++ =  

 

                                                  ( )( )2 22 0 ln 1 0 2 0ln 1x x x x − = +  + = − =  

 

                                                  2 1 1
ln 1 2 2 2 2x x x e x x x x

e

− = −  =  =  =   =  = −  =  

 

Como 2 +−   
1

e

+ e 2 + , o conjúnto-solúça o da eqúaça o e  
1

, 2
e

 
 
 

. 

 

6.3 Tem-se: 

 

▪ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2ln 2 ln ln 0 2 lnf x x x x x x x x x x
   = − = + − = +

1

x
 2 lnx x x= +  

 

▪ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ln 2 ln 2 ln 2 ln 1 2ln 2f x x x x x x x x x x x x x    = + = + = + + = +
1

x
 1 2ln 3x+ = +  

         

▪ ( )
3

2
3

0 2ln 3 0 2ln 3 ln
2

f x x x x x e
−

 =  + =  = −  = −  =  

 

Fazendo úm qúadro de sinal de f   e relacionando com o sentido das concavidades do gra fico de f : 

 

 
x  0   

3

2e
−

 
+  

 

 
( )f x  n.d. −  0  +  

 

 
Gráfico de f   n.d.   p.i.   

 

 

O gra fico de f  tem a concavidade voltada para baixo em 
3

20,e
− 

    e tem a concavidade voltada para cima 

em 
3

2 ,e
− 

+   . Tem ponto de inflexa o em 
3

2x e
−

= , cúja ordenada e : 

 

( ) ( )
2

3 3 3 3
32 2 2

3 3
ln 2 2 2

2 2

e
f e e e e

−
− − −

−  
= − =  − − = − − 
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Portanto, as coordenadas do ponto de inflexa o sa o 
3 3

2
3

, 2
2

e
e

−
− 

− − 
 

. 

 

 

 

7.1 No iní cio do movimento a dista ncia da esfera ao cha o e  dada por: 

 

( ) ( )0,31 0 08 0
0 3 3,5 sen 3 3,5 sen 0 3 3,5 1 0 3 0 3

3
d e e

−   
= + = + = +   = + = 

 
 

 

Como a dista ncia do centro da esfera ao cha o no iní cio do movimento e  igúal a 3,5cm, a medida do 

comprimento do raio da esfera e  igúal a ( )3,5 0 3,5 3 0,5d− = − = cm.  

 

Portanto, em centí metros cú bicos, a medida do volúme da esfera e  igúal a: 

 

( )
3

334 4 4 1 4 1 4
0,5

3 3 3 2 3 8 24 6
esferaV raio

 
   

 
=  =  =  =  = = 

 
 

Resposta: A 

 

7.2 Sabemos qúe, dúrante o terceiro segúndo de movimento, existem dois instantes, 1t  e 2t , tais qúe, 

passados tre s segúndos e meio apo s cada úm, a dista ncia da bola ao solo diminúi 15%.  

 

Tem-se qúe ( )d t  e  a dista ncia da bola ao solo núm certo instante t  e qúe ( )3,5d t +  e  a dista ncia da bola 

ao solo tre s segúndos e meio apo s o instante t . 

 

Assim, pretende-se terminar os instantes  3,4t  tais qúe: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,5 0,15 3,5 0,85d t d t d t d t d t+ = −  + =  

 

Utilizando o editor de fúnça o da calcúladora gra fica, definem-se as fúnço es ( )1 3,5y d t= +  e 

( )2 0,85y d t= : 
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Portanto, ( ) ( ) 1 23,5 0,85d t d t t t t t+ =  =  = , em qúe 1 2,2t   e 2 2,6t  . 

 

Nota: foi úsada a calcúladora gra fica TI n-spire, em qúe ( ) 0,31

1

8
3 3,5 sen

3

x x
f x e

−  
= +  

 
. 

 

 

 

8.1 Como existe ( )
0

lim
x

g x
→

 enta o ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

g x g x
− +→ →

=  ( 0 gD ). 

 

▪ ( )
( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
2

2

0

20

2

sen 2

2 2 2

2 2
0 0 0 0

2

2

sen sen sen
lim l

s

2

2
im lim lim

1 co 2 sen 2 sen 2x x x

x

x

x x x
g x

x x

x

xx

x

x− − − −

 
 

→

=

→



→ →

  
 = = =   =
 −
 

 

 

                      
( )

( )

22 2

2
0 0 0

sen 2
lim lim lim

sen 2x x x

x x x

x x− − −→ → →

 
=    

 
24 x

( )

2

0

e 2

0 0 e 0

2
0

0

sen 1 1
lim

4sen
lim

y x z x

x y z

z

y

y

y z

z

−

+

−

+ −
→



= =

→  → →

→

=  
 
 
 

 

 

                      
2

1 1 1
1

1 4 4
=   = . 

 

▪ ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
0 0 0 0

0 0

0

lim 2 lim 2 0 lim lim2
lim lim

2 lim 2 0 2 2

x x x x

x x

x

x f x f x f xx f x
g x

x x

+ + + +

+ +

+

→ → → →

→ →

→

+  ++
= = = =

+ + +
. 

 

Como f  e  diferencia vel em , enta o e  diferencia vel em 0x = , o qúe implica qúe f  e  contí núa em   

0x = , pelo qúe ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
+→

= . 

 

Logo, ( )
( ) ( )0

0

lim 0
lim

2 2

x

x

f x f
g x

+

+

→

→
= =  e, portanto, 

( )
( ) ( )

0 1 2 1
0 0

2 4 4 2

f
f f=  =  = . 

 

8.2 Como a fúnça o f  e  diferencia vel em , o qúe implica qúe tambe m o e  em 1x = , e como tem úm 

extremo relativo igúal a 2  no ponto de abcissa 1 , enta o ( )1 0f  =  e ( )1 2f = . 

 

Seja t  a reta tangente ao gra fico de g  no ponto de abcissa 1 . Assim, o declive da reta t  e  dado por ( )1g  

e o ponto de coordenadas ( )( )1, 1g  pertence ao gra fico de g . 

 

Assim, ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )
2

2 2 2 22

2 2

x f x x x f x xx f x
g x

x x

 + + − + + + 
 = = = 

+ + 
 

 

                        
( )( )( ) ( )( )

( )

( )( )( ) ( )

( )
2 2

2 2 2 1 2 2 2

2 2

f x x x f x f x x x f x

x x

 + + − +  + + − −
= =

+ +
. 
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Logo, o declive da reta t  e  igúal a ( )
( )( )( ) ( )

( )

( )
2 2

2 1 1 2 2 1 1 2 0 3 2 2 6 4 2
1

9 931 2

f f
g

+ + −  − +  − − −
 = = = =

+
, 

pelo qúe a eqúaça o redúzida da reta t  e  da forma 
2

9
y x b= + . 

 

 

 

Como ( )
( )2 1 1 2 2 4

1
1 2 3 3

f
g

 + +
= = =

+
, súbstitúindo as coordenadas ( )( )1, 1g  na eqúaça o de t : 

 

4 2 4 2 10
1

3 9 3 9 9
b b b=  +  = −  =  

 

∴ 
2 10

:
9 9

t y x= +  

 

9. Tem-se qúe 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1
lim

lim
h éx diferenciável ea

x a

m

x a

h x h a h ah x h a

x a

→

→

−
= − = −

−− −

−

. 

 

Tem-se ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2cos 2 2 2cos 2 cos 2 0 2cos 2 2 sen 2h x x x x x x
  = − =  − =  −  =  

 

                          ( ) ( )
( )

( )
sen 2 2

2 2sen 2 cos 2 2sen 4

x

x x x

= 

= −  = −  

 

Logo, 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
lim

2sen 4 2sen 4x a

x a

h a a ah x h a→

−
= − = − =

 −− −
. 

Resposta: B 

 

10. Na figúra segúinte, o segmento de reta  CD  e  a altúra do tria ngúlo  ABC  em relaça o ao lado       

 AB .  

 

Pretende-se, enta o, mostrar qúe: 

 
312sen 16senCD x x= −  

 

Tem-se qúe a amplitúde do a ngúlo BAC  e  

2 3x x x − − = − , pelo qúe a amplitúde 

do a ngúlo CAD  e : 

 

( )3 3 3x x x   − − = − + =  

 

Logo ( ) ( )sen 3 4sen 3
4

CD
x CD x=  = . 

 

3x

π - 3x
4

x

2x

D

A

B

C
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Portanto, ( ) ( ) ( ) ( )( )
3 2

4sen 3 4sen 2 4 sen 2 cos sen cos 2
x x x

CD x x x x x x x
= +

= = + = + =  

 

                       ( )
2 21 sen 1 se

2

n

2 2 24 2sen cos cos sen cos sen 4 2sen cos sen 1 2sen
x x

x x x x x x x x x x
= − = −

    
 = + − = + −   

    
    

 

 

 

 

                       ( )( ) ( )2 3 3 34 2sen 1 sen sen 2sen 4 2sen 2sen sen 2senx x x x x x x x= − + − = − + −  

 

                       ( )3 34 3sen 4sen 12sen 16senx x x x= − = −  

 

FIM 

 


