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Matematica A | 12.° Ano

Cotacoes e Propostas de resolucao

TABELA DE COTACOES

Nota ao professor: Caso pretenda utilizar o conjunto de itens apresentados como uma avaliagdo intercalar, sugere-se a seguinte
tabela de cotagdes:

1. 2. 3. 4. 5. 6.1 | 6.2 7. 8.1 | 8.2 9. |10.1 | 11. | 12. | 13.1 | 13.2 | 13.3 | Total

10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 12 12 | 13 13 13 | 13 13 12 13 13 13 10 200

PROPOSTAS DE RESOLUCAO

1. Vamos comecar por contar todos 0s casos em que 0s onze amigos se colocam numa sé fila, com a Inés,
a Sofia e a Maria em posicdes consecutivas. Para tal, agrupamos as trés num bloco. Esse bloco e os
restantes oito amigos permutam entre si de 9! maneiras distintas. Dentro do bloco, as trés permutam

entre si de 3! maneiras distintas:

Lleld,

J/

91%3!

Em seguida, retiramos todos os casos em que os onze amigos se colocam numa sé fila, com a Inés, a Sofia
e a Maria em posi¢des consecutivas, assim como o Pedro o Jodo em posi¢des consecutivas. Para tal,
agrupamos a Inés, a Sofia e a Maria num bloco e também agrupamos o Pedro e o Jodo num outro bloco.
Esses dois blocos e os restantes seis amigos permutam entre si de 8! maneiras distintas. Dentro do bloco
das raparigas, as trés permutam entre si de 3! maneiras distintas e dentro do bloco dos rapazes, os dois
permutam entre si de 2! maneiras distintas:

lelalela], o

v

8!><?5r!><2!

Logo, uma resposta a este problema é 9! x3! —8!x3Ix21=1693 440 .
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Outra resolucao: Comecemos por agrupar num bloco a Inés, a Sofia e a Maria. Como o Pedro e o Jodo
ndo podem ficar juntos, entdo tém de ocupar duas das oito posi¢des entre os restantes seis amigos e o
bloco, ou nas pontas. Essas posicdes que podem ser ocupadas pelo Pedro e pelo Jodo estdo assinaladas
com as setas verdes na figura seguinte:

]

132

71x31x8A,

Assim, o bloco e os restantes seis amigos permutam entre si de 7! maneiras distintas. Dentro do bloco,
as trés raparigas permutam entre si de 3! maneiras distintas. Finalmente, das oito posi¢cdes que o Pedro

e 0 Jodo podem ocupar, escolhem-se, ordenadamente, duas. O nimero de maneiras de o fazer é 8Az.
Assim, outra resposta ao problema é 7!x3!x °A, =1693440 .

Resposta: A

2.Se a, b e c sdo os trés elementos centrais de uma linha n do tridngulo de Pascal, tal que a<b e
b>c,entdo c=a e b é o maior elemento da linha (elemento central).

Consideremos a seguinte figura:

Linha
n 1 eeee.. @2 b C 1

a b c
n+1 1 XMD/ b+/ 1
n+2 L —————————— \a42b C e —— 1

Logo, o elemento central dalinha n+2 é a+2b+c=a+2b+a=2a+2b.

c=a

Resposta: B
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3. Tem-se que "C,-"C,=0<"C,="C, ©n-3=7<n=10.

. ) 2 10-p
Logo, a forma geral dos termos deste desenvolvimento é *°C x (—j X (—x2 )p , de onde:
X

2P p L1 b . _
IOCPX[;j x(—xz) :10Cp><21° pxwx(—l)px(xz) :10Cp><210 px(—l)pxxp 0 x?P =

:lOCp x 210—p X(—l)p % Xp—10+2p :10Cp x 210—p X(—l)p % X3p—10

Portanto, como se pretende o coeficiente do termo em X", tem-se 3p—10=11<3p=21< p=7.

. 0 coeficiente do termo em x' & 1°C, x 2°7 x(~1)" =120x2* x(~1)=-960.

Resposta: A

4. Os acontecimentos A e B sdo independentes, pelo que P(A|B) = P(A) e portanto, como

P(A|B):O,7, tem-se que P(A)=0,7. Logo:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=1-P(A)+0,2—(P(B)-P(ANB))=

0.2 P(B)-P(ANB) 0.7

T 1707+0.2-(P(B)-P(A)xP(B))=05-(0,2-0,7x0,2)=0,44
endependeres, logo

Resposta: C

5. Vamos verificar cada uma das opgdes:

x—0"

. n .
Logo, lim f ( j: lim f (x)=+o, pelo que o termo geral da sucessdo (u,) ndo pode ser 1-n’.

Logo, lim f ( zn :J = Iirgl f (X) =—o0, pelo que o termo geral da sucessio (u,) ndo pode ser n*-1.
n® — x—0"
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T |im+=|imlxnm%=|im(lxﬁ]x|im;1:
L PN I 0 e

A1 1
=|Im—xj:,/+oox =4+0oxl=+0

I 1-0
1
+00
_ —lim2=1
© Jroo 1=+ n
f_/%
n

Ou lim

X

\/ﬁ—]_ \/ﬁ+1J:“m_(\/ﬁ)2 _p

xlim(\/ﬁ+1)=lim

n [i]"mE n Jn+l
Jn-1

Logo, lim f (\/_n 1] = lim f(x)=0, pelo que o termo geral da sucessdo (u, ) nio pode ser Jn-1.
n —

N i imdimet Climdax— =
1-Jn Jﬁ[l_lj no Ly 1
\/ﬁ =Jn x/ﬁ wf—i—oo

1:+oo><(—1):—oo

=4/t X

X—>—00

Logo, lim f (1 ri/_J = lim f(x)=1, pelo que o termo geral da sucessdo (u,) pode ser Jn-1.
—4/h

Resposta: D

6.1 O nimero de casos possiveis é ’C,, que é o numero de maneiras de escolher quatro das doze

pessoas.

Para o nimero de casos favoraveis, temos de considerar dois casos disjuntos:

A 3 9 A 3
*um homem e trés mulheres: °C, x°C,; (dos trés homens escolhe-se um, “C, e das nove mulheres

A9
escolhem-se trés, "C,);

- dois homens e duas mulheres: *C, x °C, (dos trés homens escolhem-se dois, °C,, e das nove mulheres

escolhem-se duas, 9C2 ).

Logo, o ntimero de casos favoraveis é °C, x °C, + °C, x °C, e a probabilidade pedida é:

’c,xC,+°C,x°C, 8
“c, 11
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6.2 Vamos comecar por escolher os membros que irdo desempenhar os cargos. Para tal, vamos
considerar dois casos disjuntos:

- irdo desempenhar os cargos um homem e duas mulheres: °C, x °C, x3! (dos trés homens escolhe-se

3 9 . A
um, 'C, e das nove mulheres escolhem-se duas, “C,. Finalmente, permutam-se os trés membros

escolhidos pelos trés cargos, o nimero de maneiras de o fazer é 3!);

= irdo desempenhar os cargos dois homens e uma mulher: 3C2 X 9C1 x 3! (dos trés homens escolhem-se

. 3 9 . A
dois, °C,, e das nove mulheres escolhe-se uma, “C,. Finalmente, permutam-se os trés membros

escolhidos pelos trés cargos, o nimero de maneiras de o fazer é 3!).

Assim, para desempenhar os cargos, temos °C, x °C, x3!+°C, x °C, x3! possibilidades distintas. Para

cada uma destas maneiras, falta contabilizar o nimero de maneiras de escolher os restantes membros
da comissdo. Portanto, dos restantes nove membros, escolhem-se quatro. Como os quatro irdo

. . . 7 . s 9
desempenhar tarefas indiferenciadas, o nimero de maneiras de os escolher é “C, .

Logo, uma resposta a este problema é (3C1 x °C, x3!1+°C, x °C, ><3!)>< °C, =102060.

- s 1 7 . : A
7. 0 nimero de casos possiveis é “C;, que é o nimero de maneiras de escolher trés dos onze pontos

assinalados.

Para que os trés pontos escolhidos definam um plano paralelo ao plano xOy, temos dois casos disjuntos:
- escolhem-se trés pontos da face [ ABCD], o nimero de maneiras de o fazer é ‘'C,;

- escolhem-se trés pontos da face [EFGH |, o nimero de maneiras de o fazer é °C,. No entanto, entre

estas escolhas, ha trés que ndo definem um plano, por serem escolhas com trés pontos nio colineares,
sioelas: E,ReH; E,Q e G; H, Q e F.Logo, para este caso temos 6C3 —3 possibilidades.
‘C,+°C,-3 7

Logo, o ntimero de casos favoraveis é ‘C, + 6C3 —3 e aprobabilidade pedida é — e = h
3

8.1 As bolas de futebol podem ser colocadas de 12 maneiras distintas, ocupando as posicées 1 a 4, ou 2
ab,ou3a6,ouda7,ou5a8,oub6a9,ou7all0,ou8all,ou9al2,ouldal3,oulla 14,o0u
12 a 15. Para cada uma destas maneiras, as bolas de futebol permutam entre si de 4! maneiras distintas.
Das onze posi¢cdes restantes escolhem-se cinco para as cinco bolas de ténis, que sdo indistinguiveis, o

nimero de maneiras de o fazer é *'C, . Finalmente, para cada uma destas maneiras, existem °A, formas

distintas de escolher, ordenadamente, trés posicoes entre as restantes seis para as trés bolas de
basquetebol. Assim, uma resposta a este problema é 12x 4! x "C, x °A,.
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8.2 3 é o Unico numero inteiro inferior a 4 e superior a 2, pelo que a probabilidade de se retirar uma

bola numerada com o nimero 3 é dada por P(Am B) . Assim:

- P(AnB)+ P(B):%@ P(B)-P(ANB)+ P(B):%@ 2P(B)—£: P(ANB)

=P(B)-P(ANB)
-P(A|B)=£@m=£@P(AmB)=3P(B) SN 2P(B)—Z=£P(B)<:>
13 P(B) 13 13 p(AmB)zzp(B) % 5 13
5 7 21 7 7x13 13
2P(B)-—=P(B)== < —P(B)=-<P(B)= P(B)==—
< ()13() 5613() 5©() 5><21©()15

Logo, a probabilidade de se retirar uma bola numerada com o niimero 3 é:

o(AnE)-2p(8) L2 1 2.7 26 2 5 1
5 15 5 15 5 15 15 15 3

9. Sendo N o nimero de rapazes, tem-se que o niumero de casos possiveis é (n + 3)! , que é o numero de
maneiras dos n+3 permutarem nas n+3 posicdes de descida.

Para o niimero de casos favoraveis comeg¢amos por agrupar as trés raparigas num bloco. Esse bloco e os
N rapazes (que contam como N+1 «pessoas», dado que o bloco conta como uma pessoa) permutam

entre si de (n +1)! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras as trés raparigas permutam entre

si, no bloco, de 3! maneiras distintas.

Logo, o nimero de casos favoraveis é (n +1)!>< 3!, pelo que a probabilidade, em funcdo de n, de as trés
(n +1)! x 3!

(n+3)r

raparigas descerem consecutivamente é dada por

(n+1)1x3! 1 (n+1]Tx6

Portanto, ——=—& =i<:>6x51:n2+5n+6<:>n2+5n—300=0<:>

(n+3)t 51 (n+3)(n+2) (n+1)i 51

| —5% /5% —4x1x(-300)
- 2x1

<n =n=-20 v n=15

Como neN, tem-se que N=15, pelo que o grupo é constituido por 15+3=18 pessoas.
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10. Consideremos os acontecimentos:
= A:«o funcionario escolhido é do sexo masculino»

= B:«o funcionario escolhido é licenciado»

Pelo enunciado tem-se que P(A)=40%, ou seja, P(A)=0,4.

|

1 . . . I .
Como § dos funcionarios do sexo masculino sdo licenciados, tem-se que P(B|A) =

Logo, P(B|A)=1<:>P(B—ﬁA) < P(BmA)=1xo,4@P(BmA)=o,05.
8 P(A) A 8

Como entre os funcionarios licenciados, trés em cada quatro sdo do sexo feminino, tem-se que

P(Z\|B)=%.
Logo, P(A|B):%©%:%© P(An B):%P(B).

Pretende-se determinar P(Au I§).

Tem-se que P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=P(A)+1-P(B)—(P(A)-P(ANB))=

= P(A) +1-P(B)- P(A) + P(AnB)=1-P(B)+P(ANB)
Assim, como ja sabemos o valor de P(Am B),falta-nos determinar o valor de P(B).

Mas P(Am B)=%P(B),pelo que:

P(AnB) :§P(B)<:> P(B)-P(AN B):EP(B)@ P(B)—§P(B):0,05®
- 4 4 4
=P(B)-P(AB) =0,05

@%P(B)z0,0S@P(B)=0,05x4<:>P(B)=0,2

Portanto, a probabilidade pedida é:

P(AUB)=1-P(B)+P(AnB)=1-0,2+0,05=0,85, ou seja, P(AUB)=85%
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Outra resolucao (usando uma tabela):

Com a informacdo dada pelo enunciado podemos construir a seguinte tabela:

A A Total
B 0,05 %p(a) P(B)
B
Total 0,4 1

Logo, 0,05+%P(B)= P(B)«<0,05= P(B)—%P(B)@0,0Sz%P(B)@
< P(B)=0,05x4< P(B)=0,2

Preenchendo o resto da tabela:

A A Total

B 0,05 %XQ2=015 0,2

B 0,4-0,05=0,35 | 0,6-0,15=0,45 | 1-0,2=0,8
Total 0,4 1-0,4=0,6 1

Portanto, P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,4+0,8-0,35=0,85, ou seja, P(AUB)=85%.

11. P(Y|X) é a probabilidade de todas as bolas numeradas com um nimero impar serem extraidas,

sabendo que a bola com o ndmero 4 é extraida exatamente quatro vezes.

Sabemos que a bola com o nimero 4 saiu em exatamente quatro das extracdes. Assim, para cada umas
das restantes cinco extracdes ha oito possibilidades (qualquer um dos restantes oito algarismos), pelo

que o niimero de casos possiveis é 8°.

Como queremos que sejam extraidas todas as bolas numeradas com um niimero impar, nas restantes
cinco extracoes onde ndo saiu o nimero 4 tém de sair as bolas com os cinco algarismos impares, pelo
que o nimero de casos favoraveis é 5!, que é o nimero de maneiras de os cinco algarismos impares
permutarem nas cinco posicoes correspondentes as cinco extra¢des onde ndo saiu o nimero 4.

!
iz0,0037.

85

Logo, pela lei de Laplace, tem-se que P(Y |X ) =

12. Tem-se que:

= os acontecimentos A e B sdo incompativeis, pelo que ANB=J = P(Am B) =0;

- os acontecimentos AU B e C sdo equiprovaveis, pelo que P(AUB)=P(C).
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Assim:

p(Al(AUB))+P(BIC) =1 P(‘;?A(SE)B)L P(:(g)c) 1
=P(C)

P(An(AuU B))+ P(BNC) 1

T P©) P(C)

Mas, An(AU B):(Am A)u(ﬂm B):Qu(ﬂm B)zﬂmB , pelo que a equagio fica:

-
=
=P(C)-P(BNC) =P(B)-P(AnB)
P(An(AUB)) P(BAC S(AB) 4 P(C)—P(BAC
(An(AuB)) P(BNC)  _ P(AnB)+P(C)-P(BNC)
P(C) P(C) P(C)
P(C<:)I>¢OP(B)—P(A(\B)+P(C)—P(BﬂC):P(C)
P(BUC)

Logo, os acontecimentos BuUC e C sdo equiprovaveis.

13.1 A fun¢io g é continuaem X=2 se IiF?g(x): lim g(x):g(Z):

x—2"

0

_  _a [5) _ M(x+2) 212 4
= lim g(x): lim > = lim = ==
X—2" x>2 XS —=X—2 ) x>2 (X+1)M 2+1 3

X2x2x=2x3

. lim g(x): im X\/ﬁ_ﬁr@ i (X\/ﬁ—4)(x 2x+4): | (x\/&)z_f )
X—>2" x—>2" X —2 x—>2" (X—Z)(X 2X+4) X_>2+(X—2)(X 2X+4)

B e (SJI_ M(ZXZ+4X+8)_2x22+4x2+8_24_3

x—>2+(X—2)(X 2x-|-4)5><|—>nz‘1 M(X\/&_Hl) = 2m+4 _g_
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i) Fatorizando os polinémios 2x*-16 e x*—x—2:

2 0 0 16 14 (1)’ —4x1x(-2)
X —x-2=0<x= o™ Sx=-1v x=2
X
2 4 8 16 Logo, x* —x-2=(x+1)(x-2)
| 2 4 8 L Nota: também se podia usar a regra de Ruffini para
2" 16 =(x—2)(2X +4x+8) fatorizar o polinémio x2—x—2

Como lim g(x):%¢3= lim g(x), afungdo g ndo é continuaem X=2.

X—2" x—2"

13.2 Assintotas verticais
YA

X2 — 4 (-1)°-4 -3

= lim g(x)= lim = =_°__
Jm o(x)= im X' =x=2 (-1 ~(-1)-2 0 " Y22

2 _ 2_ _ N
- lim g(x)= lim X4~ (21) A 1\1/2
X——1" xo>-1t X5 =X —2 (_1) _(_1)_2 0

lim (x*~x-2)=0"e lim (X -x-2)=0"

x—>-1 x—>-1

¥

Logo, a reta de equacdo x=-1 é assintota vertical ao

grafico de g .Como a fungdo g € continuaem R\ {—1, 2} , € como os limites laterais em x=2 sio finitos,

o grafico de g ndo tem mais assintotas verticais.

Assintotas horizontais
- lim g(x)= lim

X—>—00 X—>— X2 —Xx=-2 X—>— XZ/

Logo, a reta de equacdo Yy =1 é assintota horizontal ao grafico de g, quando x ——co.

N G R ey R

= lim g(x)= lim +00
x—>+wg( ) X>+o X —2 X+ 2 2 1-0 1
X|1-° 1--=
X + 00
Logo, quando X —+o0, 0 grafico de g ndo tem assintota horizontal.
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13.3 A fungdo h tem um minimo absoluto igual a 4 em x=8, pelo que h(8)=4 e h(x)>4 para todo o
xeR.

Pretende-se mostrar que os graficos das fun¢des g e h se intersectam pelo menos uma vez no intervalo
]4.8[, ou seja, pretende-se mostrar que a equagdo h(x)=g(x)< h(x)—g(x)=0 tem pelo menos uma
solugio em ]4,8].

Seja f, definida em [4,8], por f(x)=h(x)—-g(x).
Assim:

= a fungdo f ¢é continua em [4,8], por ser a diferenca entre fun¢des continuas no seu dominio. h é
_ xy/2x -4
X—2

continua por hipétese e, para x e [4, 8] , tem-se que ¢ (X) , que é continua por ser o produto,

a diferenca e o quociente entre fung¢des continuas no seu dominio (fun¢des polinomiais e irracionais).

f(4)=h(4)—g(4)=h(4)—@:h(4)—£2_4=h(4)—2«/§+2

Tem-se que h(x)>4 paratodo o x real, pelo que:

h(4)24<h(4)-28+224-28+2< f(4)>6-28
f(4)

Mas, 6—2+/8 >0 (6-21/8~0,34)% pelo que f(4)>2:/8-6>0.

* Sem usar a calculadora: 2.8 =+/2?x8=1/32 e 6=4/36, pelo que 6—28=1/36-+/32>0.

- £(8)=h(8)-g(8)=4- N2x8~1 _, 8164 Band 14 2 (8)<0
8-2 6 6 3 3
Logo, como f (4) e f (8) tém sinais contrarios, pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, a funcao

f tem pelo menos um zero em ]4,8[, isto é:

Jce48[: f(c)=0<3ce]48[:h(c)-g(c)=0<3ce]4,8[:h(c)=g(c)

Portanto, a equagdo h(x)=g(x) tem pelo menos uma solugdo em |4,8[, pelo que os graficos de g e

de h intersetam-se pelo menos uma vez em ]4,8| .
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