Itens Para Testes de Avaliacao | 2.° Periodo
MATEMATICA A | 12.° ANO

Temas: Probabilidades, Continuidade, Assintotas, Teorema de Bolzano, Derivadas, Funcoes
exponenciais, logaritmicas e trigonométricas

1. Oito amigos, entre os quais o casal Sofia e Carlos, decidiram ir a um concerto. Quando chegaram ja so6
havia quatro bilhetes. Decidiram, entdo, sortear os quatro bilhetes pelos oito amigos.

Qual é a probabilidade de, pelo menos, um dos elementos do casal ir ao concerto?

6 6 8~ _ 6
% %
4 4

6 6 6 6
C,+°C,x2 C,+°C,
8c4 @

2. Na figura, estdo representados, em referencial o.n. Oxy, parte do grafico de uma funcdo f, de

dominio R, e areta r, assintota ao graficode f .

YA

=<V

Os pontos A e B pertencem areta r e as suas coordenadas sio, respetivamente, (0, 2) e (3,4).

3(f(x))
Qual é o valor de lim 2f(x)—M ?

X—>+00 X

[a] 4 [B] 2 [c] o [D] -«
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3. Considera que para cada k real, a seguinte expressao, definida por ramos, define uma fung¢io g, de

dominio R.

x> —x—2
g(x): ex+1 _1

e“x(x2 —4x+1) se x>-1

se x<-1

9(x)

3.1 Determina o valor de lim T

X—>+0 @

para o caso em que k <1.

3.2 Verifica se existe algum k de modo que a fun¢do g seja continuaem x=-1.
3.3 Considera k=-1.
Estuda, para X e ] -1+ [ afuncdo g quanto a monotonia e a existéncia de extremos relativos.

Na tua resposta deves deve indicar o(s) intervalo(s) de monotonia e, caso existam, os valores de X
para os quais a funcdo g tem extremos relativos.

4.Sejam a e X dois nimeros reais, com a>0, tais que log;a = Xx.

\/125"

A expressao Iogs( - J é equivalente a:
a

—x2+3—2X—1 x2—3—2X+1

g—l IE —§+1

5.Sejam f e g duas fungdes, de dominio R e R™, respetivamente, tais que:
= f écontinuaem R;
. f(O): f(1)=3 e 0< f(3)<1;
- g(x)=log; x.
Mostra que a equagdo (go f)(x)=(f xg)(x) é possivel no intervalo ]1,3].
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6. Considera a fungdo f , de dominio R", definida por f(x)=x*Inx-2.

6.1 Verifica se o grafico da funcdo f tem alguma assintota vertical. Se tiver, indica a(s) sua(s)

equacgdo(oes).
6.2 Determina o conjunto-soluc¢io da equagio f (X) +x>=2Inx.

6.3 Estuda a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e a existéncia de pontos

de inflexdo.
Na tua resposta deves:

* indicar o(s) intervalo(s) em que o grafico da funcdo f tem a concavidade voltada para baixo;
* indicar o(s) intervalo(s) em que o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para cima;

= as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexao.

7. Na figura, esta representada uma esfera suspensa numa mola que oscila verticalmente.

®

*

Admite que a distdncia, em centimetros, a que a esfera se encontra do solo, t segundos apds o inicio do

movimento oscilatorio, é dada pela fungao d, definida por:

d(t)=3+3,5¢"**" sen (S?ﬂ) com t>0
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7.1 Admite que, no inicio do movimento, a distancia do centro da esfera ao solo é de 3,5cm.

Qual é, em centimetros ciibicos, a medida do volume da esfera?

nf E - G B £

7.2 Durante o terceiro segundo de movimento, existem exatamente dois instantes tais que, passados
trés segundos e meio apo6s cada um, a distancia da bola ao solo diminui 15%.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora determina esse instante.
Na tua resposta deves:
= equacionar o problema;

= reproduzir o(s) grafico(s) que considerares necessario(s) para aresolucdo do problema bem como
a(s) coordenada(s) de algum (ou alguns) ponto(s) relevante(s), com trés casas decimais;

* apresentar os instantes pedidos, em segundos, arredondado as décimas.

8.Sejam f e g duas funcoes de dominio R e R\{O} , respetivamente, tais que:
= f édiferenciavelem R ;

» afuncdo f tem um extremo relativo igual a 2 no ponto de abcissa 1;

sen(xz)
————— se x<0
1—cos”(2x)
" 9(x)= :
2X+—f(X) se X>0
X+2

- existe IXILIJ) g(x).
8.1 Qual é o valor de f (0) ?

8.2. Escreve a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1.

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta
Matematica A | 12.° ano
© Raiz Editora, 2024. Todos os direitos reservados.

raiz



raiz

9. Considera a funcdo h, de dominio R, definida por h(X)zCOSZ(ZX)—Z e um numero real a

: T
pertencente ao intervalo } O,Z [

A que é igual lm#:(x) ?

[a] o €]

2sen(2a) ~ 2sen(4a)

Bl o bl

2sen(4a) ~ 2sen(2a)

10. Na figura, esta representado o triangulo [ABC] .

2X

Sabe-se que:

= AC=4;
= a amplitude, em radianos, do angulo CBA é x e ado dngulo ACB é 2x,com Xe }0%[ .

Mostra que a altura do tridngulo [ABC] em relacdo ao lado [AB] é dada por:

12sen x —16sen’ x

FIM

Sugestao de cotacoes

1. 2. 3.1 3.2 3.3 4. 5. 6.1 6.2 6.3 7.1 7.2 8.1 8.2 9. 10. | Total

10 10 14 14 14 10 13 14 14 14 10 13 13 14 10 13 200
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Propostas de resolucao

1. 0 nimero de casos possiveis é °C,, que é o nimero de maneiras de escolher quatro amigos entre os

oito. Para o nimero de casos favoraveis, ao total de possibilidades de escolher quatro amigos, retiram-
se todos os grupos de quatro em que os dois membros do casal ndo estejam presentes. Para isso,
escolhem-se dois amigos entre os restantes seis (excluindo o casal), sendo o nimero de maneiras de o

fazer é °C,. Assim, o numero de casos favoraveis é °C,—°C,, pelo que a probabilidade pedida é

8c4_6C2
8c4 -
Resposta: C
- 4 Yo —Ya _4-2 2 ;
2.0 declive dareta r é dado por —=——~= =——=—, Como o ponto de coordenadas (0,2) pertence a
Xg =X, 3-0 3
reta r, a sua ordenada na origem é 2, pelo que a equacdo reduzidadareta r é y:§x+2.
f(x) 2 2 j
Logo, Ilim —~%=—¢e |lim| f(x)—=x [=2, pelo que:
& X+ Y 3 x~>+oo[ () 3 p q
: z —3f(x)[f(x)—xj
2x f(x)—=3( f(x
lim 2f()—(())=lim () (()):Iim =
X—>+w X X—>+00 X X—>+00 X
(%) 2
=-3 lim x lim | f(x)-=x|=-Fx5x2=-4
X—>+wo X X—>+00
Resposta: D
k 2 X2 1_%“‘i
g(x) (X —4ax+1)  x?_4x41 x? X
3.1 lim ——== lim 5 = lim ————==1 ——==
Xotw @ X+ e xore @ @T xore @Y et xe
4 1
41 L4 1 L
. X . X X2 1 . X X2 1 +00 +00
= lim —x lim = x lim—4———~ = @ —x——
x—>+0 @X  xo+w X .et xow ex(l—k) k<1=1-k>0 400 et”®
lim =
X—>+0 X
Limite notavel
=0><1_0+0=0><i=0><0=0
+00 400
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3.2 Afungdo g é continuaem x=-1se lim g(x)= lim g(x)=g(-1).
x—-1"

x—>-1"

- lim g(x):xﬁrjl(e“(xz—4x+1))=e"‘((—1)2—4><(—1)+1)=e’k(1+4+1)=6e’k

x—-1"

- g(-1)=¢* ((_1)2 _4x(_1)+1):erk (1+4+1)=6e™

3]
2 L _
fim g(x)= fim X222 2 i OEDOE2) e XL (ko 2) -
Xx—>—1 x—-1 eX+1 1 i) xo- s x—>-1" 2= X—>-1"
(e )2 1 e? -1
B . 2y ST y v 1 L } A
y:xil@_xﬂ:Zy VILnl;]’ey—lx( ! 2)_zyllﬁn(;]’ey—lx( 3)_2X . ey—lx( 3)_2><1><( 3)_ 6
2. . lim
Xx—>-1"=y—-0 y=0 Y
Limite notavel

Assim, 6 =—6 < e =—1, que é uma equacio impossivel em R, pelo que nio existe k de modo que

afuncdo g seja continuaem x=-1.

1+ J(-1)° —4x1x(-2)
2x1

i) X*-x-2=0<x= & x=-1v x=2.Logo, X’ —x-2=(x+1)(x-2).

3.3 Para k=-1e xe|-1+o[, tem-se g(x)ze’x(x2 —4x+1).
Tem-se:
. g'(x):(e‘x)'(x2 —ax+1)+e (X’ —4x+1)’ =—e (X’ —4x+1)+e” (2x-4)=

:efx(_xz +4X_1)+e*X(2x—4)=e’x(—x2 +4x -1+ 2x—4)=e’x(—x2 +6x—5)

~6+,/6% —4x(~1)x(-5)

2><(—1) @

- g'(x)=0ce”(-x*+6x-5)=0< e* =0 v —x*+6x-5=0cx=
N

Impossivel em R

_6+ _6— _
6_J1_6C>X: 6-4  _-6+4

-2 -2 -2

= Xx=5v x=1
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Fazendo um quadro de sinal de g’ e relacionando com a monotonia de g :

X -1 1 5 +0
e * n.d. + + + + +
—X*+6x-5 | nd. — 0 + 0 —
9'(x) n.d. — 0 + 0 -
Monotonia e
extremos de g n.d. \‘ min. /‘ max. \‘

Portanto, para k=-1 e xe|-1+o[, a fungdo g é decrescente em |-11] e em [5,+[ e é crescente

em [1,5]. Tem minimo relativo em x =1 e méaximo relativo em x=5.

X

4. Tem-se, log, [%} = log, [ (5°) j ~log, (52" ) = log, (\/5?) —(Iog5 (5)+log, (a" )) =

3x
:Iogs(57)—(1+ xlogga) = X 1 xxx=—x? +3?X—1

logsa=x 2

Resposta: A

5. Pretende-se mostrar que existe pelo menosum ¢ € ]1,3[ talque (g f)(c)=(f xg)(c), de umaforma

equivalente, que existe pelo menos um ¢ € ]1,3[ tal que (g f)(c)—(f xg)(c)=0.

Seja h, a fungdo definida em [1, 3] por h(x)=(ge f)(x)—(f xg)(x).Vamos mostrar que a fungéo h tem

pelo menos um zero em |1,3].

Tem-se:

= afungdo h é continua em [1, 3] por ser o produto, a composicio e a diferenca entre fun¢des continuas

20 seu dominio
n(D)=(9° 1)(O) (1 x0))=0(f (1))~ f ()% 3(1) = 9(3)~3xI0g; (1)=Iog, (3)~3x0=1-0=1
« h(1)>0;
- 1(@)=(g° 1)(3)~(1x0)(3)=(1(3)- 1 (3)x0(3) =log, (1 (3))~ f (3)Iog, (3)=
~log, ((3))~ 1 (3) <1=log, (1 (3)) - 1 (3)
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Como 0< f(3)<1, entdo log,( f(3))<0, pelo que log, ( f(3))- f(3)<0.

%/—/
<0 >0

=~ h(3)<0.

Logo, como h(l) e h(3) tém sinais contrarios (= h(l)x h(3) <0), e como h é continua em [1, 3] , pelo
corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, a fun¢do h tem pelo menos um zero em ]1,3[, ou seja, existe
pelo menosum C e ]1,3[ tal que h(c) = (g of )(C) —( f x g)(c) =0, pelo que a equacdo dada é possivel em
11.3].

6.1 Afuncdo f é continuaem R", por ser o produto e a diferenca entre fun¢des continuas no seu

dominio, pelo que, se o seu grafico tiver assintota vertical, s6 poderd ser em x=0.

. . (0xe0) . 1Y (1 . 1
1 = 2 — = — e = —_ — —_ =
Assim, XILmo+f(X)_lemo+(X In x 2) = YILmM([yj In(yj ZJ - yILm+oo{y2( Iny) 2}

y=—ox==
X y

X—>0" = y—>+0w

— 24 tim Y o him Y him o 24 0x =t 24 0x0=-2

y—>+0 y y—>+o y y—>+0 y + 00

Limite notavel

Logo, como lim f (X) é finito, o grafico de f ndo tem assintota vertical em x=0, e, portanto, ndo tem
o+

X—

assintotas verticais.

6.2 0 dominio de validade da equacao é R".

Tem-se f(x)+Xx*=2Inx< X' Inx-2+x* =2Inx< X’ Inx+x* =2Inx+2 <
<X (Inx+1)=2(Inx+1) < x* (Inx+1)-2(Inx+1)=0
o (Inx+1)(x¥* -2)=0<Inx+1=0 v x*-2=0

1

e

oshx=—1v X¥=2ax=e'! v x=t2 o x== v x==2 v x=2

Como —+/2 ¢ R* 1 eR"e V2 e R", o conjunto-solugio da equagio é {1,\/5}
e e
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6.3 Tem-se:

. f’(x):(x2 Inx—2)’ :(xz)’ Inx+x2(lnx)’—0:2xlnx+xzx =2xInx+X

> (|-

. f”(x)=(2x|nx+x)’ =(2xlnx)' +x'=(2x)'lnx+2x(lnx)' +1:2Inx+2)(xi+1:2Inx+3

X

3
. f”(x):0<:>2Inx+3:0<:>2Inx:—3<:>Inx:—g<:>x:e 2

Fazendo um quadro de sinal de f" e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de f :

3
X 0 e 2 +oo
f "(X) n.d. — 0 +
Grafico de f n.d. M p.i. U

3
O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em JO,e 2} e tem a concavidade voltada para

3 3
cima em [e 2 +o0 [ . Tem ponto de inflexdo em x=e 2, cuja ordenada é:

f(e_g)=(e_g)2 |ne’g —2:@&(-%]-2:—362_3 -2

3 -3
. o - - [S]
Portanto, as coordenadas do ponto de inflexdo sdo (e 2 — 5 - ZJ.

7.1 No inicio do movimento a distancia da esfera ao chao é dada por:

87z x0

d(0)=3+35e % sen( j=3+3,5e°sen(0)=3+3,5x1x0=3+0=3

Como a distancia do centro da esfera ao chio no inicio do movimento é igual a 3,5cm, a medida do

comprimento do raio da esfera é igual a 3,5—-d (0) =3,5-3=0,5cm.

Portanto, em centimetros cubicos, a medida do volume da esfera é igual a:

V

esfera

3
=ﬂ7r><rai03=ﬂ7r><(0,5)3=ﬂ7r><(1j =£7r><1=4—7[=£
3 3 3 2 3 8 24 6

Resposta: A
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7.2 Sabemos que, durante o terceiro segundo de movimento, existem dois instantes, t, e t,, tais que,

passados trés segundos e meio apds cada um, a distancia da bola ao solo diminui 15%.

Tem-se que d (t) é a distancia da bola ao solo num certo instante t e que d (t +3, 5) ¢ a distancia da bola

ao solo trés segundos e meio apds o instante t.

Assim, pretende-se terminar os instantes t € [3, 4] tais que:
d(t+35)=d(t)-0,15d(t)<d(t+35)=0,85d(t)

Utilizando o editor de fun¢do da calculadora grafica, definem-se as fungdes ylzd(t+3,5) e

Y, =0,85d (t):

£2(x)=0.85- f1(x)

£3(x)=f1(x+2.5)

2.559,3.259]\

(2.246,2.5)

Portanto, d(t+3,5)=0,85d(t)<t=t, v t=t,,emquet ~2,2et,~26.
Nota: foi usada a calculadora grafica Tl n-spire, em que f,(x)=3+3,5¢""**sen [8L3Xj .

8.1 Como existe !(I_r;rgg(x) entdo XILT g(x):XILn; g(x) (0¢D,).

0
sen( x? (’j sen ( x? sen ( x? 2 2
= lim g(x):lim#i im#: im (2 )x (22)() 2 > |=
X0~ x>0 1-c0s®(2x) x>0 sen*(2x) x>0 | X sen®(2x) (2x)
=sen?(2x)

2 2
. sen{Xx . 2X . (0xcc) . n 1 1
= lim (2 )x lim x I|mi = lim 20 =X =
x>0~ X x—0 sen(2x) x—>0*4xf Oy:XZEé}:Zx . y>0* Y i senz 4
x>0 =y->0"ez—> -
20" 7
=1><l2><1=1.
1 4 4
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; C2x+ f(x)_X|LT+(2X)+XILrgl+f(x)_2x0+xlirgl+f(x)_xlirp+f(x)
- lim g(x)= lim = : - _ .
x—>0* x>0" X 4+2 lim (x+2) 0+2 2

x—07

Como f é diferenciavel em R, entdo é diferencidvel em x=0, o que implica que f é continua em

x=0, pelo que XILrp f(x)=f(0).

lim f(x)
Logo, lim g(x)="2" = f(20) e, portanto, @z%@ f(O)z%@ f(0)=

x—>0" 2

N

8.2 Como a funcido f é diferenciavel em R, o que implica que também o é em x=1, e como tem um

extremo relativo igual a 2 no ponto de abcissa 1, entdo f'(1)=0e f(1)=2.

Seja t areta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1. Assim, o declive dareta t é dado por g'(l)

e o ponto de coordenadas (1, g (1)) pertence ao grafico de g .

Assim. g,(x):(2x+ f (x)J’ _(2x+ f (X)) (x+2)—(2x+ f (x))(x+2)

X+2 (x+2)2

(2+ F'(x))(x+2)—(2x+ f (X))Xlz (2+ f'(x))(x+2)—2x— f (x)
(x+2)2 (x+2)2

2+ f'(1))(1+2)-2x1-f(1 -2— -
Logo, o declive da reta t ¢ igual a g’(l)z( 1 ))(( ! ))2 - ( )=(2+0)>;23 2 2:694:2,
1+2

pelo que a equagdo reduzida dareta t é daforma y= g X+b.

2x1+f(1) 2+2 4
Como g(1)= = =—, substituindo as coordenadas (1,¢g(1)) na equacdo de t:
W=7 =3 3 (L9 (1)) na equa
2 2 ibeon-2_2,,-0
3 9 3 9 9
g2, 10
' 9 9
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9. Tem-se que IimLz_; _ 1
x—»a_(h(x)_h(a)) |ImM h € diferenciavel em R h'(a)
x—a X—a

Tem-se h'(x)= (cos2 (2x) - 2)’ =2c0s(2x)x (cos(2x))l ~0=2cos(2x)x(-2)xsen(2x) =

=—2x2sen(2x)cos(2x)=—2sen(4x)
| S —

=sen(2x2x)

Logo Iim$=_L=_;: 1
">a—(h(x)-h(a)) h(a) -2sen(4a) 2sen(4a)’

Resposta: B

10. Na figura seguinte, o segmento de reta [CD] é a altura do tridngulo [ABC] em relagdo ao lado

[AB].
Pretende-se, entdo, mostrar que: \

CD =12sen x —16sen® x

Tem-se que a amplitude do angulo BAC é
w—2X—X=m—3X, pelo que a amplitude
do angulo CAD é:

7z—(7z—3X)=7z—7r+3X:3X \

Logo sen(3x) = CTD < CD =4sen(3x).

Portanto, CD =4sen(3x) = 4sen(2x+x)=4(sen(2x)cos X +sen xcos(2x)) =

3X=2X+X

— 4| 2sen XCos X COS X + sen x(cos2 X —sen? XN - 4(23en X cos? X +sen x(l—2sen2 x)]

=1-sen®x =1-sen® x
2 3 3 3
:4(Zsenx(1—sen x)+senx—23en x):4(25enx—25en X +S€en X — 2sen x)

- 4(3sen x —4sen® x) =12senx —16sen® x

FIM
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