7
x\mo /
MN'}emattca é/

Proposta de teste de avaliaciao

Matematica A

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Duracio: 90 minutos | Data:
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Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de
respostas, o niimero do item e a letra que identifica a op¢éo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagdes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximagdo, apresente sempre o valor exato.

1.  Numa turma com 12 rapazes e 10 raparigas, pretende-se formar uma comissdo de 5 alunos com,
pelo menos, 3 raparigas, para apresentar uma proposta para o OPE (Or¢amento Participativo das

Escolas). Quantas comissdes diferentes se podem formar?

(A)  Cyx"C,+°C x12+C ®) "“C,+"C,+"C
(€©) *C,-"C,-"C,x10-"C,x"C, m "“c,x"C,
2. Seja Q o espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatdria.

Sejam A e B dois acontecimentos independentes, com P(A4)=0,4 ¢ P(B)=0,5 .
Qual ¢ o valor de P(4U B)?

(A) 0,6 B) 0,7 (C) 0.8 ®) 0,9

3. Em C, conjunto dos numeros complexos, qual das seguintes condi¢des define, no plano

complexo, uma reta paralela ao eixo imaginario?

(A) |z-2=|z-2i B) Im(z)=3
(C) Re(z)=-1 (D) Arg(z—l)z%
. . e -1
4. Qual é o valor de lim— ?
x>0 sin (3x)
3
A o B 1 o = o =
3 2
5. Para certos nimeros reais positivos a e b, sabe-se que
log, (a2b) =4 e log,| = |==5
b3
Qual ¢é o valor de log, (ab)?
7 17
@ 1 B 1 © 3 D) -
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6.  Numa escola secundaria, ha um clube de fotografia.
Relativamente aos alunos membros do clube, sabe-se que:
e 60% sdo raparigas;
e 40% dos rapazes tém maquina fotografica propria;
e Metade das raparigas tém maquina fotografica propria.
Escolheu-se um aluno membro do clube e verificou-se que tinha maquina fotografica propria.
Qual ¢ a probabilidade de ser um rapaz?

Apresente o resultado na forma de fragéo irredutivel.

7.  Numa caixa existem apenas fichas azuis e fichas verdes, indistinguiveis ao tato.
Retiram-se, ao acaso, sucessivamente e sem reposicdo, duas fichas da caixa.
Sabe-se que:

e ha exatamente 5 fichas verdes na caixa;
e ha mais fichas azuis do que fichas verdes;

e aprobabilidade de que as duas fichas retiradas sejam de cores diferentes ¢ igual a % .

Determine quantas fichas azuis ha inicialmente na caixa.

8. Considere a fungdo £, de dominio |-1, +oo[ , definida por f(x)=x—In(x+1).
8.1. Estude a fun¢?o f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico.
8.2. Mostre que a fungéo /¢ mondtona nos intervalos ]—1, O] e [0, + oo[ e que tem um extremo
relativoem x=0.

8.3. Mostre que a equagdo f (x) =1 tem exatamente duas solugdes no intervalo ]—0,9; 2,2[ .

9. Seja g uma fungéo diferenciavel, de dominio ]—n, n[ , cuja derivada, g', é dada por:
g'(x)=cos(2x)—4sinx
Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a calculadora.

) , .m . .

9.1. Sejar areta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 5 e seja § areta paralela a reta
r que intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa 1. Determine a equacéo reduzida da reta s .

9.2. Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia

de pontos de inflex&o.

Na sua resposta, apresente:
- o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo;
- o(s) intervalo(s) em que o grafico de ftem concavidade voltada para cima;

- a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de f , caso este(s) exista(m).
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10.  No plano complexo, considere um quadrado [ PORS].
Im(z)
Sabe-se que: P
e o vértice P é o afixo do nimero complexo z, =2+5i;
e 0 centro do quadrado ¢ o ponto O, origem do referencial. 0
Determine, na forma algébrica, o nimero complexo z, cujo (@) Re(z)\
afixo ¢ o vértice S. >
R
11. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Considere, em C, conjunto dos nimeros complexos, a seguinte equagao:
z(1+i)+Z =[3-4i|-27
Determine o nimero complexo z que € solucéo desta equacao.
Apresente o resultado na forma a+bi,com a,beR.
12. Apds a administracdo intravenosa de um determinado farmaco a um paciente, a concentrago

desse farmaco no sangue, C’(t) , medida em miligramas por litro (mg/L), é dada, ¢ horas apds a
administracdo, por

C(t)=75¢"",com t >0
Nas primeiras duas horas apds a administragdo do farmaco, existe um instante a para o qual se

verifica que, no intervalo de tempo [a, 2a] , a concentracdo do farmaco no sangue diminuiu para

metade.
Determine, recorrendo a calculadora, a amplitude desse intervalo de tempo.
Apresente o resultado em horas e minutos, com arredondamento ao minuto.
Se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas
decimais.
Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.
Na sua resposta:
e apresente uma equacgo que lhe permita resolver o problema;
e represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungio(des) visualizado(s) na calculadora

e assinale o(s) ponto(s) relevante(s), que lhe permitem resolver a equagéo.

FIM

Cotacoes

Item

Cotagdo em pontos
1. 2 3. |4 | 5 | 6. 7. [81.]82.|83.| 9.1. | 9.2. | 10. 11. 12. |Total
12 12 121212 (14|14 | 14 | 14| 14 14 14 14 14 14 | 200
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PROPOSTA DE RESOLUCAO

Pretende-se formar uma comisséo de 5 alunos (escolhidos entre 12 rapazes e 10 raparigas) com,
pelo menos, 3 raparigas.
Casos possiveis:

e 3 raparigas e 2 rapazes: ''C;x °C,
e 4 raparigas e | rapaz: '°C, x *C, ="°C, x12
‘ 4 1 4
e 5 raparigas e 0 rapazes: '°C, x "C,=""C x1=""C|
O niimero total de comissdes diferentes é a soma dos casos: '°C,, x *C, + '°C, x12 + "°C|

Resposta: (A)

Sejam A e B acontecimentos independentes, com P(A4)=0,4 ¢ P(B)=0,5.
P(ANB)=P(A)xP(B)=0,4x0,5=0,2
Assim: P(AUB)=P(A4)+P(B)-P(ANB)=0,4+0,5-0,2=0,7

Resposta: (B)

(A) |z - 2| = |z - 2i| Representa o conjunto dos pontos equidistantes dos afixos de 2 e 2i,

ou seja, a mediatriz do segmento de reta cujos extremos séo esses pontos. Trata-se da

bissetriz dos quadrantes impares, de equagdo y = x, que nfo € uma reta vertical.

(B) Im(z)=3. Representa uma reta paralela ao eixo real.
© Re(z) =-1. Representa uma reta paralela ao eixo imaginario.
D) Arg(z -1) =§ . Representa uma semirreta com origem no ponto de coordenadas (1, O)

i . A . T
que forma com a parte positiva do eixo real um angulo de amplitude 7

Resposta: (C)

0

e -1 (0) e -1 3x 2
= lim x lim X —
»>0sin(3x) 0 2x  >0sin(3x) 3

2x _ 1 y=2x Y _
e gimE T ime = (sex—>0,y—0)
x—=0 2x y—0 y
y=3x 1
e lm—r - ! L I (sexs0.y50)
x>0 sin (3x) i S0 (3x) i S0 1
x—0 3x x>0 y
2x 2x_
Logo, lim—S——1 —jim& Ly fim—> 2 _jy1x 222
»0sin(3x) 0 2x  0sin(3x) 3 3 3

Resposta: (C)
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Proposta de teste de avaliacao [MAI0 2025

5. log,(a’b)=4 < log,(a’)+log,h=4< 2log,a+log,b=4

log{b%j:_S@10g3a—10g3(b3)=—5C>log3a—3log3b=—5

Assim, tem-se: Calculo auxiliar

Seja x=log,a ¢ y=log,b
{210g3a+log3b:4

log,a—3log,b=-5 <

x-3y=35 x=3y+5
log;b=2 @{7y=14 @{y=2
log,a=1 x=3y-5 x=1

Logo, log, (ab)=log a+log,b=1+2=3

Resposta: (C)

6. Sejam os acontecimentos:
R: «O membro do clube € rapaz.»
F: «O membro do clube tem maquina fotografica propria.»
Do enunciado:
e P(R)=0,6<P(R)=0,4
e P(F|IR)=0,4

« P(F|R)=0.5

Pretende-se calcular P(R|F)= P(;?(—;)F)
P(F|R)=O,4<:>%: , @wzm@
< P(RNF)=0,16
_ P(FNR P(FNR
P(F|R)=O,5<:>(—(j):0,5<:>g:0,5<:>
P(R) 0,6

< P(FAR)=0,3
P(F)=P(FnR)+P(FNR)=0,16+03=0,46

P(RNF) 0,16 16 8
P(F) 046 46 23

Logo, P(R|F)=

A probabilidade pedida é % .
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R |0,16 0,4
R (0.3 0,6
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7. Seja a o nimero de fichas azuis.

Na caixa ha 5 fichas verdes e a fichas azuis.

)

As fichas retiradas tém cores se a primeira ficha retirada for azul e a segunda verde ou vice-versa.

. . N 5 5
As respetivas probabilidades sdo 7, =m e P, =m

A probabilidade de que as duas fichas retiradas sejam de cores diferentes € igual a

o ax5 N S5xa _ 10a
Pefish (a+5)(a+4) (a+5)(a+4) (a+5)(a+4)

Como P =& , vem:
21

0a 10 (as5)(atd)=21ac @ +9a+20=21a &

(a+5)(a+4) 21
oa-12a+20=0=a=2va=10
Como a>5, entdo a=10.
8. D, =]-1.+o
A fungdo f ¢ continua por se tratar da soma e composta de fungdes continuas.

8.1. Assintotas verticais

Apenas areta de equacio x =—1 podera ser assintota vertical ao grafico de f.

lim f(x)= lim+[x—ln(x+1):|=l—ln(0+)=1—(—oo)=+oo

x—>-1* x——1

Logo, a reta de equagdo x =—1 ¢ a Unica assintota vertical ao grafico de f .
Assintotas nio verticais

Como D, = ]—l ,+ oo[ o grafico de f somente podera ter assintota ndo vertical quando

X —> 10 .

Seja y =mx +b a assintota ao grafico de f quando x — +0, caso exista.

mmtim L) oGl ey In(erd)
X—>+® X X—>+® X Xt x X—>+0 X
]
ln{x(hrﬂ lnx+ln(l+1J
- lim—t— M\ X
X—>+0 x X—>+0 x
ln(1+1j
o gim Yy Yy g I 0
X—>+0 x X—>+0 x +oo +OO
b=lim [ f(x)-mx]|=lim [x-In(x+1)-x]=

X—>+o0 X—>+o0

=—lim ln(x+1) :—ln(+oo) =—®

X—>+x0
Como b ¢ R, ndo existe assintota quando x — 4+

Portanto, a inica assintota ao grafico de f ¢ a reta de equagdo x=—1.

PE -



L. v,
Proposta de teste de avaliacao [MAI0 2025 M\gt\ggg‘tm ]/Z

(x+1)'_1_ 1 x+1-1  «x

8.2. f'(x)z[x—ln(x+1):|r =1-

x+1 x+1 x+1  x+1
f(x)=0 x1=O/\x>—1®x=0/\x+1¢0/\x>—1c>x=0
X+
x | -1 0 +00
/' In.d. - 0 +
S |n.d N 0 ya

Min.

A funcgéo f¢é decrescente em ]—1, O] , crescente em [O, + oo[ € tem um minimo

relativoem x=0.

8.3. Vimos em 8.1. que a fungdo f ¢ continua em |1, + oo, pelo que é continua em [-0,9; 0]

eem [0;2,2].

e Em [-0,9;0]: 7(0,9)~1,403>1 ¢ f(0)=0<1

e Em[0;2,2]: f(2,2)~1,037>1¢ f(0)=0<I
Por aplicagdo do Teorema de Bolzano, conclui-se que a equagdo f (x) =1 tem pelo menos
uma solugdo em cada um dos intervalos ]—0,9; O[ e ]O; 2,2[ .
Como em cada um destes intervalos a fun¢éo /¢ monotona, entdo f tem uma Unica
solugdo em |-0,9; 0 e uma unica solugdo em ]0; 2,2[.

Assim, a equagdo f (x) =1 tem exatamente duas solugdes no intervalo ]—0,9 ; 2,2[ .

9.1. s:y=mx+b

m,=m, :g’(g):cos[2xgj—4sin[§j:—1—4><1:—5

Como a reta s passa no ponto de coordenadas (1, O) ,tem-se 0=-5x1+b=>b=5.

A equagdo reduzidadaretas é y=-5x+5.

9.2. g"(x) zl:g’(x):lr zl:cos(Zx)—4sin xJ' =-2sin(2x) - 4cosx &
g"(x)=0< —2sin(2x)—4cosx =0 <
< —2x2sinxcosx—4cosx=0< 4cosx(sinx + 1) =0
xel-m, 7]

. ) s o
< cosx=0vsinx+1=0<=cosx=0vsinx=-1 < XZ_EVXZE
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x |-m -

)
o (oA

g" |nd + 0 -

g | nd. U P. 1. a) P. I U n.d.

O grafico da fungdo g tem:

. . T T
e concavidade voltada para cima em }—n, —5[ eem }—, n{;

2
. . T T
e concavidade voltada para baixo em }5, 5{,
. . . . . . m m
¢ tem dois pontos de inflexdo, cujas abcissas sdo Y e 5

10. O vértice S pode obter-se do vértice P pela rotagdo de centro O e amplitude —g .

z4 =(2+5i)e1( ) = (2+5i)x (i) =—2i -5 =5-2i

11.  Seja z=a+bi
z(1+i)+Z =[3-4i|-2i’ & (a+bi)(1+i)+a-bi=5+2i<
Sa+bitai-b+a-bi=5+2i<(2a-b)+ai=5+2i<
S2a-b=5ra=2<a=2rb=-1

Logo, a solucdo da equagdo é z=2—1i .

12.  Pretende-se determinar a solugdo da equagdo C(2a)=0,5C(a), com a>0
Na calculadora fizemos y, = C(x)=75¢""", ¥, =C(2x) e y; =0,5C(x)
Determinamos, no intervalo [0, 3] , a abcissa do ponto de intersegdo dos graficos de y, e y,,

tendo obtido o seguinte resultado:

Y

Plotli Plot2z Plot3

E\Y1=75¢ %6
E\Y28Y1(2X)
E\Y380.5xY1(X)

YazyYi2X)

Inters:
X=1.1

0 1,155 x

Logo, a=~1,155h~1h 9 min. 0,155 h =0,155% 60 min ~ 9 min
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