maxmo

N\atem'a’ll\ca
Proposta de prova-modelo
Matematica A
12.° ANO DE ESCOLARIDADE
Duracéo: 150 minutos. Tolerancia: 30 minutos [junho 2025]

A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificacdo final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem para a

classificagdo final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que ndo seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a op¢ao correta. Escreva, na folha de respostas, o
namero do item e a letra que identifica a opg¢éo escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificagdes

necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria Regras de derivacio

’
o ’
Comprimento de um arco de circunferéncia: (u+v) =u'+v

ar (a - amplitude, em radianos, do angulo ao centro; ro, ,
(u v) =u'v+uv
r -raio) ,
Area de um poligono regular: (_u _ u'v—uv'
Semiperimetro x Apdtema v v
, . (u”) =nu"'u', (neR)
Area de um setor circular:
2 : ! [
ar . . R inu) =
- (& - amplitude, em radianos, do angulo ao centro; (s u) ueosu
’
r - raio) (cosu) =—u'sinu
' u'
. . (tanu) =—
Area lateral de um cone: nrg (7 -raio da base; cos’u
g - geratriz) (e“ )’ — e
r . ! +
Area de uma superficie esférica: 4n7* (7 —raio) (a”) =u'a"lna , (a eR \{1})
| '
Volume de uma pirdmide: gx Area da base x Altura (]nu)' LS
u
1 ’
Volume de um cone: 3 Area da base x Altura (log, u)' = , (a eR" \{1})
ulna

4 .
Volume de uma esfera: —nr’ (r —raio) L. ..
3 Limites notaveis

: 1Y
Progressoes llm(l +;j =e, (neN)
Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un) : Sin x
lim =1
~ . sy ul +u,, x>0 x
Progressio aritmética: X N
. e'-1
. lim =1
~ y s 1-r -0 x
Progressio geométrica: u, x
1-r . Inx
lim —=0
X—>+00 x
Trigonometria et
. . . lim—=+» (peR)
sin(a+b)=sina cosb+sinbcosa sor0 3P

cos(a+b)=cosacosb—sinasinb

Complexos

n
(pele) szlelVl9
l8+2k1-t

Ype =tfpe " (ke{O,...,n—l} e neN)
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 4 x‘\mO 9
Matemnatica
. . 3n—
*1.  Seja (an) a sucessdo definida por a, = Ls(n).
n
Qual é o valor de lima, ?
A 0 B 2 © 3 (D) Nao existe
2. Na figura 1, esta representado, em referencial o. n. Oxyz , a pirdmide de base quadrada, [ABCDV] )
Sabe-se que:
e o vértice B é um ponto do eixo Oz;
° [C V] ¢ a altura da piramide;
e o vértice C (ndo visivel na figura) tem coordenadas
(2. -1, -3);
e 0 vértice V tem abcissa nula; Figura 1
e abase da pirdmide, [ABCD] esta contida no plano « de B
equagdo x+2y+2z+10=0.
*2.1. Determine o volume da pirdmide.
*2.2. Qual é, em graus e com arredondamento as décimas, a amplitude do angulo COP , sendo P
um ponto pertencente ao semieixo positivo Oy ?
(A) 105,5° B) 74,5 (C) -105,5° D) -74,5°
3. Considere a construgdo de uma espiral formada por uma sucessao de quartos de circunferéncia, como

parcialmente representado na figura 2.

Figura 2
O primeiro quarto de circunferéncia tem raio igual a 1024 cm. A partir do segundo, o raio de cada
quarto de circunferéncia € igual a metade do raio do quarto de circunferéncia anterior.
Sabendo que se constroem, sucessivamente, quartos de circunferéncia desta forma, determine quantos
quartos de circunferéncia terdo de ser sucessivamente construidos para que o comprimento da espiral

obtida seja igual a 1023w cm.
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] ax‘mo i//
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Langa-se um dado cubico equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, trés vezes consecutivas.
Qual é a probabilidade de o produto dos niimeros saidos ser um numero par?

Apresente o resultado na forma de fragfo irredutivel.

A Dores tem 6 livros diferentes de Fic¢do Cientifica, 4 livros diferentes de Romance e 2 livros
diferentes de Poesia.
Pretende escolher 5 destes livros para levar numa viagem, sendo que os 5 livros escolhidos devem

ser todos do mesmo género.

De quantas maneiras diferentes pode a Dores fazer a sua escolha?
A) °c,+°c

B °C,x°C,

©C) 6+4+2

D) o6

Numa fabrica de componentes eletronicos, uma determinada maquina produz microchips. Sabe-se
que 5% dos microchips produzidos por esta maquina sdo defeituosos.

Para controlar a qualidade, todos os microchips sdo submetidos a um teste automatizado.
Acerca do teste aplicado, sabe-se que:

¢ 50 ha dois resultados possiveis: "Aprovado" ou "Rejeitado";

e se um microchip for defeituoso, a probabilidade de o teste o rejeitar (detecdo correta)
¢ de 98%:;

e se um microchip ndo for defeituoso, a probabilidade de o teste o rejeitar (erro, ou

"falso alarme") é de 3%.
Foi escolhido, ao acaso, um microchip produzido por esta maquina.

Sabendo que o teste o rejeitou, qual é a probabilidade de o microchip néo ser defeituoso? Apresente

o resultado na forma de percentagem, arredondado as décimas.
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 4 x‘\mO 9

<71

*8.

Na tabela seguinte, apresenta-se o numero de horas de estudo semanal (x, ) e a classificagéo obtida

no exame de Matematica A ( y]) por 15 alunos da uma turma.

X | 3151|2746 |3|4|6|2]1]6]|5|2|4

1

Yy (1014|817 |11 115|912 (19|84 |16 |16 |7 |14

Complete o texto seguinte, selecionando a opgéo correta para cada espaco.

Escreva, na folha de respostas, apenas cada um dos numeros, I, I, IIT e IV, seguido da opcao

selecionada.

A média do nimero de horas de estudo semanal destes 15 alunos é __I __ horas.
A mediana das classificagdes obtidas é __II __ valores.

A amplitude interquartil das classificagdes ¢ ___III __ valores.

O coeficiente de correlagéo linear entre o nimero de horas de estudo e a classifica¢éo, arredondado

as milésimas, é aproximadamente ___ IV .

I 11 11T v
a) 3,8 |a) 11 |a) 6 |a) 0,955
b) 4 b) 12 |b) 7 |b) 0,911
¢) 42 |¢) 13 |¢) 8 ¢) 1,759

O crescimento de uma arvore é aproximadamente modelado pela fungdo

A(t):1,51n(t+1)+0,55in(%tj+0,21, 0<t<5

sendo A4 (t) a altura média da arvore, em metros, ¢ anos apds a sua plantacao.

Determine, utilizando a calculadora grafica, o instante a partir do qual, durante um ano, a altura
média da arvore aumentou 50 centimetros.

Apresente o resultado em anos com arredondamento as décimas.
Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:
— apresente uma equagdo que lhe permita resolver o problema;
— represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fung@o(des) visualizado(s) na calculadora e

assinale o(s) ponto(s) relevante(s), que lhe permitem resolver a equacao.
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 4 x‘\mO 7/’3;:
N\atem,aﬁca Lé

9. Resolva, em R, sem recorrer a calculadora, a inequagao:
log; (x* —4x+3)<1+log, (x—1)

Apresente o conjunto-solugdo na forma de intervalo ou reunifio de intervalos de nimeros reais.

10. Considere a fun¢do f, de dominio R, definida por:

x* —4

— sex <2
e -1

f(x): 4 sex=2
x—

*10.1. Mostre que a fungdo f ¢ continua.
10.2. Justifique que a equagdo f (x) =4 tem pelo menos uma solugdo no intervalo }%, e [ .

*10.3. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Estude a fun¢do f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas aos eixos

coordenados e, caso existam, escreva as respetivas equagoes.

*11. Seja f uma fungio diferenciavel, de dominio ]—n, n[ , cuja derivada, /', ¢ dada por:

f'(x)=x+2cosx

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Estude a fungéo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos
de inflex@o.

Na sua resposta, apresente:

e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de ftem concavidade voltada para baixo;
e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de ftem concavidade voltada para cima;

e a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de f.
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] ax‘mo 7/?;
N\a’teméﬁca é

12. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
(1++3i)i®
Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z =-——"——.
if
2e©

Escreva o complexo w =z —Z na forma trigonométrica.

13. Na figura 3, esta representado no plano complexo o pentagono regular [ABCDE ] , cujos vértices

pertencem a circunferéncia de raio 1, centrada na origem do referencial.

Im@)]
B

Re(z)

Figura 3
Sabe-se que:
e ospontos 4, B, C,De E sido os afixos das raizes quintas de um numero complexo z , z,,
z,, zy, Z, € Z, respetivamente;

e o ponto F é o ponto de interse¢do da reta [OA] com a reta tangente a circunferéncia no ponto

de coordenadas (1, 0);

n

e o0 ponto E ¢ o afixo do nimero complexo e %0,
13.1. Mostre que a area do pentagono [ABCDE] ¢ igual a %sin (2%) .

*13.2. O ponto F ¢ o afixo do nimero complexo wz, .

Em qual das seguintes op¢des se apresenta w, escrito na forma algébrica?

23 V3 LL25B.

3 <O 1+ Tl D)

(A) 5 (B) 3
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 4 x‘\mO 7/’3’?;

ML

N\ateméﬁca
*14. Para um certo valor de a € R, considere a fun¢do f , definidaem R" por:
f(x)=xInx-ax

Seja x, o Gnico zero da fungdo f .

Mostre que o declive da reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa x, € Ginico e determine-o.

FIM

COTACOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. [ 2.1.]|22.| 5. | 6. | 7. | 8 | 10.1. | 10.3. | 11. | 13.2. | 14. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificacdo final.
Cotac¢@o (em pontos) 12 | 14 12 [ 12 | 14 | 12 | 14 14 14 14 12 14 158
Destes 6 itens, contribuem
para a classificagdo final da

. . 3. 4. 9. 10.2. 12. 13.1. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotacdo (em pontos) 3x14 pontos 42
TOTAL 200
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 4 x‘\mO 9

Proposta de resolucio

3n—cos(n) _ limﬁ—lim cos(n)
n n n

= lim3—lim[lcos(n)} =3-0=3
n

1. lima, =lim

lim [lcos(n)} =0 , pois lim [lj =0 e a sucessdo definida por cos(n) € limitada
n n

(Vn eN,-1<cos(n) < 1) )

Opcao correta: (C)

2.1. O volume da piramide, ¥}, ¢ dado por %x Area da base x Altura

Area da base (4,)

Como o ponto B € o ponto de interse¢do do plano :x+2y+2z+10=0 com o eixo Oz,
B(O, 0, ZB), z, €R.

Assim, tem-se: 0+2x0+2xz,+10=0 2z, =-10 z, =-5.

2

Logo, B(0, 0, —5), pelo que 4, = BC =(\/(—2—0)2 +(-1-0) +(-3-(-5))2j =4+1+4=9

V(0,y,2) e C(-2,-1,-3)

ii =(1,2,2) é um vetor normal ao plano & . Logo, CV é colinear com i , ou seja,

CV =k(1,2,2) = (k,2k,2k) ke R .

Por outro lado, CV =V ~C=(0,y,z)—(-2,-1,-3)=(2,y+1,2+3)

Portanto, k =2 ¢ CV =(2,4,4) pelo que, como CV =(2,y+1,z+3),vem y+1=4y=3

ez+3=4=z=1

Portanto, V(O, 3, 1) )

Altura da piramide: 7 =|CV]=v4+16+16 =6

V

pirdmide

=§xArea da basexAltura=%x9x6=18
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 4 x‘\mO 9

2.2.

coP = (w . Wj
0C(-2,-1,-3)
Um vetor colinear ao vetor OP ¢ &’(0, 1,0).

Seja « = cor.
(-2,-1,-3)-(0,1,0) -1

B __ 1
\/(—2)2+(—1)2+(—3)2x\/02+12+02 Var1+9xdt o Vi4

Cosax =

Logo, a =cos”' [—Lj ~105,5

N

Opcao correta: (A)

A sucessdo dos comprimentos dos quartos de circunferéncia ¢ uma progressao geométrica de razao

%, cujo primeiro termo é w =512m.

Como §,=1023n, vem:

n l n
) {3 "
——————:1023nC3512nx———2——:1023n<31024n{1—(%) }=1023n¢3

) T
2 2

1Y 1023n Y 1023 1 1 Yy (1)’
ol-|=| = S|l-|=l-—o || =—<|=| =|=| ©n=10
2) 1024\ 2 1024 \2) 1024 2 2

Para que o comprimento da espiral seja igual a 1023w em, € necessario adicionar 10 quartos de

circunferéncia nas condi¢des definidas no enunciado.

Relativamente a experiéncia do enunciado, seja A o acontecimento «o produto dos numeros saidos é
um nimero par».
O acontecimento contrario de 4 € A : «o produto dos numeros saidos é um niimero impar».

Como o produto dos niimeros saidos ¢ impar se os trés forem impares, relativamente ao

acontecimento A4, tem-se:

Numero de casos possiveis: 6’ (em cada langamento, sai um dos seis nimeros naturais)

Numero de casos favoraveis: 3’(em cada langamento, sai um dos 3 nimeros impares)

- 3 (3 (1Y 1
assim, (15 =(2) =[5 =5

Logo, a probabilidade pedida é P(4)= 1—P(Z) =1-

0| —
0|3
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] ax‘mo
Matematica A
5. Se pretende levar 5 livros do mesmo género, a Dores tera de levar, necessariamente, 5 dos 6 livros

de Ficcdo Cientifica, ou seja, ndo levara um dos seis livros deste género, pelo que podera fazer a

escolha de 6 maneiras diferentes.

Opcao correta: (D)

6. Sejam os acontecimentos:

D: «O microchip ¢ defeituoso.»

R: «O resultado do teste foi “Rejeitado”.»

Dados:

P(D)=

5%=0,05

P(R| D)=98%=0,98

P(R|D)=3%=0,03

Pretende-se calcular P ( D] R) =

Dos dados obtidos, vem:

P(RND) P(RND)

=0,98 < P(RN D) =0,98x0,05 < P(RN D) =0,049

=0,03 < P(RND)=0,95x0,03 < P(RND)=0,028

e P(R|D)=
(R1D) P(D) 0,05
_. P(RND) P(RND
. P(R|D):(T); (RnD)
P(D) 0,95
Organizando os dados numa tabela, tem-se:
R R
D | 0,049 0,05
D | 0,0285 0,95
0,0775 1

Portanto, P (5| R) =

P(DNR) 0,0285

P(R)

00,0775

~36,8%.

A probabilidade pedida é, aproximadamente, igual a 36,8%.
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 2 iMO g

7 B B B

‘ 1-Variable 1-Variable LinearReg (ax+b)
X =4 SX =4,2928512 t a =2.26086956
Ix =60 n =15 b =2.95652173
Zx2 =286 minX =4 r =0.95485086
oX =1.75119007 Q1 =8 rz2=0.91135827
SX =1.812656393 Med =12 MSe=1.75919732
n =15 L Qs =18 L [|y=ax+b
I-b)
II-b)
III-¢)
IV -a)

8. A resposta ao problema €, por exemplo, a solugdo da equacio 4 (t + l) -4 (t) =0,5.

Na calculadora grafica:

t+1
. :1,51n(t+2)+0,55in(n(4 )J+0,2(t+1){1,51n(r+1)+0,5sin(%’j+o,2t}
Bl [EXEl:Show coordinates
. y, = 0,5 Wl=1.,6In {(x+2)+0.6sin ((n{x+1))14)+0
¥2=0.5

o x€[0, 5]

. ye[O, l] (por exemplo)

X=1.063211708

Utilizando o comando adequado da calculadora, determinou-se a abcissa do ponto de intersegédo dos

dois graficos (imagem acima) e conclui-se que = 2,0 anos.

Portanto, a arvore cresceu 50 centimetros, aproximadamente, durante o terceiro ano apos ter sido

plantada.

9. O conjunto-solucgéo da inequagdo esta contido no conjunto definido, em R, pela condigéo:

{x2—4x+3>0 {x<1\/x>3
P <Sx>3

x—-1>0 x>1
Portanto, x € |3, +od .
Resolvendo a inequagdo, vem:

log, (x2 —4x+3)£1+log3(x—l)<310g3 (x2 —4x+3)£10g33+10g3(x—1)©

& log, (x* —4x+3) <log,[3(x~1) | x* —4x+3<3x -3 ¥ ~Tx+6<0

—(=7)£+/(-7) —4x1x6 +
Como x* —7x+6=0< x= (-7) (2 I @ngblevxza
X

S=[L 6]N]3, +o[ =]3. 6]
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] 4 )L\mo 7/’3’;;
N\ temét‘ca é

10.1. Dado que Df =R, a fun¢do é continua em ]—oo, 2[ e em ]2, + oo[ , uma vez que, em cada caso, se

trata da composta, diferenga e quociente de fun¢des continuas.
Para x=2, tem-se:
. f(2)=4
(5
. llm 1 f(x) = lim —~ x4 : lim (x—i)z(x1+2) lim 3_2_2 lim (x+2) = lim i

-2 ¥ 2] w2 e’ — =2 ¥ =1 xo2 -2 ¥ 7 —1

(Considerando y=x-2,se x>27, y—>07)

x4=lx4=4
1 1

x—>2" x—2* X —

im .y =4lim ! —i=4
oot e +1-2 o0t =1 0l =1 1

y

Como lim f(x)=lim f(x)=f(2), entdo a fungdo é continua em x=0.

x—2 x—2*
Portanto, a funcéo f ¢ continua.
102, e~2,72 ¢ %z1,36
e 2
5)- 4In(e-1)
n(e—
f(3j=e—~4 55 ¢ f(e)=———2~3,01
2 eg—z —1 e—2

e e
Como a fungo f ¢ continua em [5’ e} , uma vez que é continuaem R,e f (e) <4< f (Ej ,

entdo, pelo teorema de Bolzano, a equagdo f (x) =4 tem pelo menos uma solugéo no intervalo

o]
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] ax‘mo 7/?;
N\ tema“ca é

10.3. Como a fungéo ¢ continua em R, entdo ndo admite qualquer assintota vertical.

Como D, =R, vamos calcular lim f (x) e lim f(x).

¥’ =4 4o o
xl—l)n}cf(x)_xll)n}ce 2_1:() 1:_00 (xlirgce =O)
41n 1(:) )
lim f(x)— hmﬁ y=h(x-1)oe =x-1<
X+ X400 x-2 ,
Sx=e¢'+1
Se x > 40, y —>+w
=4 lim —2—— =4 lim —2—=
yore el £1-2 o et —]
=4 lim L 4 = 4 =0
y—>+°oe—1 . e’ . 1 +o0—0
lim —— lim —

y Y+ y Yo+ y

Logo, o grafico de f tem como Unica assintota a reta de equagdo y =0, quando x — +wo

11.  f'(x)=x+2cosx
f”(x)z(x+2<:osx)’ =1-2sinx

f”(x)=0c>1—251nx=0/\xe]—n, n[@sinxz%/\xe]—n, n[c>

T T T Sm
SOX=—VX=NT——SSX=—VX=——
6 6 6 6
i 5wt
X - — — T
6 6
f" | nd. + 0 - 0 + n.d.
/| nd ) P. L 8 P. L ) n.d.

Logo, podemos concluir que o grafico de f:

e tem a concavidade voltada para cima em }—n, %{ eem }%, 7{ ;

mT 57|
e tem concavidade voltada para baixo no intervalo P ?[ ;
. . N . T Sn
e tem dois pontos de inflexdo, de abcissas x = E e x= ?
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] ax\mo

12

N\ tema’[\ca

(1++3i)i® @+J§QP —@+J§),4_¢5

12. :z-= - = =
2e' 2¢'s 2¢® 2e®

[-1-3] = (-1 =\1+3=+4=2

Seja Arg (—1 - \/51) =
3

—1 =3=0= n+§:4?n € um argumento de z.
6e3.°Q

tan @ =

Logo,

2¢ 1(4—;‘—3] i (71:) - (77‘5) [ 72') - [ TC)
z= =e =e © =cos| — |+isin| — |=cos| 7 +— |+isin| T+— |=
e 6 6 6 6

2e°®
) .. (m NCERE
=—cos| = |—isin| = |[=—————i
6 6 2 2
Assim
_ 301, (B 1) B, B,
W=z-Z=-"-—i—| ———4—i|=—————i+———i=—i=e 2 (por exemplo).
2 2 2 2 2 2 2
13.1. 4 [4BCDE] Sx 4 [40B]
408 ="
5

A0M =2
5
Assim
° _M_ (E)
5
o« AM =si (Ej , pelo que ﬂ?zzsin(ﬁj
5 5
— — 2sin(“jxcos(nj sin(zﬂj
. 4 _ ABx OM _ 5 5 _ 5
[40B] 7 2 2
. [2m
I
Portanto, 4 ;.= 5% 5 =—sin (—j
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano [junho 2025] M ax‘mo 7/'3’;;
Ma lu:_\,\"(\a’“ca \é/

132. Arg(z)=- Z“+2" Sn—g,peloque F[l,tan(%)j:[l,?j

14.

0 5 30

1 B,

zy=e" e wz —1+—1

'”"F r ( N zf

Seja Arg wz1

ENE)

tan@zg/\@el."Q = ng

23 ie
="""¢

Opgdo correta: (B)

f(x)=xlnx—ax
Como x, ¢ zero de f,

+
xpeR

f(x%)=0x,Inx,—ax, =0 x,(Inx,—a)=0 & Inx,—a=0Inx, =a < x, =¢’

f'(x)z(xlnx—ax)' =x lnx+x(lnx)'—a=lnx+x><l—a=1nx+1—a
X

O declive da reta tangente ao grafico de / no ponto de abcissa x,, é m, = f’ (xo) =lnx,+1-a.

Como x,=¢’,vem m, = f'(x,)=Ine’ +1-a=a+1-a=1.

Logo, o declive da reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa é igual a 1.
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