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TESTE N.º 4 – Proposta de resolução 
 

1. Opção (B) 

Uma vez que o selecionador nacional e os seus dois treinadores-adjuntos devem ficar todos 

separados, existem 𝐶ଷ
ହ  possibilidades diferentes de ocuparem três posições, de entre as cinco 

possíveis ( _ J _ J _ J _ J _ ) e, para cada uma destas, existem 3! modos de permutarem entre si. 

Para cada uma destas formas, existem 4! formas distintas de as quatro jogadoras mais pontuadoras 

da partida se disporem entre si.  

Assim, o número de maneiras distintas de dispor as sete pessoas nas condições pretendidas é 

𝐶ଷ ൈ 3! ൈ 4!ହ . 

 

2. As coordenadas do ponto 𝐴 em função de α são ሺcosα , sen αሻ e o ponto 𝐶 tem abcissa 1. 

A altura do triângulo ሾ𝐴𝐵𝐶ሿ em função de α é igual a 1 െ cosα e a sua altura é igual a 2 sen α. 

Seja 𝐴 a função que define a área do triângulo ሾ𝐴𝐵𝐶ሿ em função de α.  

   𝐴ሺαሻ ൌ
ଶ ୱୣ୬ ൈሺଵି ୡ୭ୱሻ

ଶ
ൌ 

         ൌ
ଶ ୱୣ୬ ିଶ ୱୣ୬ ୡ୭ୱ

ଶ
ൌ 

         ൌ sen α െ
ୱୣ୬ሺଶሻ

ଶ
 

 

3.  

3.1 Opção (C) 

   lim
௫⟶

ሺ௫ሻିሺሻ

௫మା௫
ൌ lim

௫⟶

ሺ௫ሻିሺሻ

௫ሺ௫ାଵሻ
ൌ  

                     ൌ lim
௫⟶

ሺ௫ሻିሺሻ

௫
ൈ lim

௫⟶

ଵ

௫ାଵ
ൌ 

                               ൌ 𝑓ᇱሺ0ሻ ൈ
ଵ

ାଵ
ൌ 

                               ൌ 𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 

                               ൌ 2 cos 0  senሺ2 ൈ 0ሻ ൌ 

                               ൌ 2 ൈ 1  0 ൌ 

                               ൌ 2 

 

3.2 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ൫2 cos 𝑥  senሺ2𝑥ሻ൯
ᇱ
ൌ െ2 sen 𝑥  2 cosሺ2𝑥ሻ 

   𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇔ െ2 sen 𝑥  2 cosሺ2𝑥ሻ ൌ 0 

                    ⇔ െsen 𝑥  cosሺ2𝑥ሻ ൌ 0 

                    ⇔ െsen 𝑥  cosଶ𝑥 െ senଶ𝑥 ൌ 0 
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                    ⇔ െsen 𝑥  1 െ senଶ𝑥 െ senଶ𝑥 ൌ 0 

                    ⇔ 2 senଶ𝑥  sen 𝑥 െ 1 ൌ 0 

                    ⇔ sen 𝑥 ൌ
ିଵേඥଵమିସൈଶൈሺିଵሻ

ଶൈଶ
 

                    ⇔ sen 𝑥 ൌ
ିଵേଷ

ସ
 

                    ⇔ sen 𝑥 ൌ െ1 ∨ sen 𝑥 ൌ
ଵ

ଶ
 

                    ⇔ 𝑥 ൌ െ


ଶ
 2𝑘π ∨ 𝑥 ൌ




 2𝑘π ∨ 𝑥 ൌ

ହ


 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ 

𝑥 ∈ ቃെ


ଶ
,


ଶ
ቂ, 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ




 

 

 

 

 

 

O gráfico de 𝑓 tem concavidade voltada para cima em ቃെ


ଶ
,



ቃ e concavidade voltada para 

baixo em ቂ



,


ଶ
ቂ. Apresenta ponto de inflexão no ponto de abcissa 




. 

 

4. Opção (D)  

𝐷 ൌ ሼ𝑥 ∈ ℝ: 𝑒ଶ௫ െ 𝑒௫ െ 2  0ሽ ൌ ሿln 2 ,∞ሾ ൌ ℝ\ሿെ∞, ln 2ሿ 

 

5.  

5.1. Opção (C)  

A reta de equação 𝑦 ൌ െ2𝑥  1 é assíntota ao gráfico de 𝑓, quando 𝑥 → െ∞, pelo que 

lim
௫⟶ିஶ

൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ ሺെ2𝑥  1ሻ൯ ൌ 0 ⇔ lim
௫⟶ିஶ

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ  2𝑥 െ 1ሻ ൌ 0. 

 

5.2. Seja 𝑚 o declive da reta 𝑟.  

   Tem-se que 𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ1ሻ. 

𝒙 െ
𝛑
𝟐

  
𝛑
𝟔

  
𝛑
𝟐

 

Sinal de 𝑓ᇱᇱ n.d  0 െ n.d. 

Sentido das concavidades do 
gráfico de 𝑓 n.d ∪ P.I. ∩ n.d. 

Cálculos auxiliares 

Seja 𝑦 ൌ 𝑒௫: 

 𝑦ଶ െ 𝑦 െ 2 ൌ 0 ⇔ 𝑦 ൌ
ଵേඥሺିଵሻమିସൈଵൈሺିଶሻ

ଶൈଵ
 

                           ⇔ 𝑦 ൌ
ଵേଷ

ଶ
 

                           ⇔ 𝑦 ൌ െ1 ∨  𝑦 ൌ 2  

 𝑦ଶ െ 𝑦 െ 2  0 ⇔ 𝑦 ൏ െ1 ∨ 𝑦  2 

 𝑒ଶ௫ െ 𝑒௫ െ 2  0 ⇔ 𝑒௫ ൏ െ1ᇣᇧᇤᇧᇥ
ୡ୭୬ୢ୧çã୭ ୧୫୮୭ୱୱí୴ୣ୪

ୣ୫ ℝ

 ∨ 𝑒௫  2 ⇔ 𝑥  ln 2  
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Determinemos 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ሺlnଶ 𝑥 െ 6 ln 𝑥ሻᇱ ൌ 

         ൌ 2 ൈ ln 𝑥 ൈ
ଵ

௫
െ



௫
ൌ 

                     ൌ
ଶ୪୬௫

௫
െ



௫
 

Assim: 

  𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ
ଶ ୪୬ ଵ

ଵ
െ



ଵ
ൌ 0 െ 6 ൌ െ6 

Seja 𝑚௦ o declive da reta 𝑠. Como a reta 𝑠 é perpendicular à reta 𝑟, tem-se que 𝑚௦ ൌ െ
ଵ

ି
ൌ

ଵ


. 

A reta 𝑠 interseta o eixo 𝑂𝑥 no ponto de abcissa 12, pelo que o ponto de coordenadas ሺ12, 0ሻ 

pertence à reta 𝑠. Assim, 0 ൌ
ଵ


ൈ 12  𝑏 ⇔ 𝑏 ൌ െ2, de onde se conclui que a equação reduzida 

da reta 𝑠 é 𝑦 ൌ
௫


െ 2. 

 

5.3. lim
௫⟶ଷ

௫మିଵଵ௫ାଶସ

ୱୣ୬ ሺ௫ିଷሻ
ൌ lim

௫⟶ଷ

ሺ௫ିଷሻሺ௫ି଼ሻ

ୱୣ୬ ሺ௫ିଷሻ
 ൌ 

 ൌ lim
௫⟶ଷ

௫ିଷ

ୱୣ୬ ሺ௫ିଷሻ
ൈ lim

௫⟶ଷ
ሺ𝑥 െ 8ሻ ൌ 

     ൌ െ5 ൈ lim
௫⟶ଷ

௫ିଷ

ୱୣ୬ ሺ௫ିଷሻ
ൌ 

     ൌ
ିହ

୪୧୫
ೣ⟶య

౩ ሺೣషయሻ
ೣషయ

ൌ 

Considerando a mudança de variável 𝑦 ൌ 𝑥 െ 3; 𝑥 → 3 ⇒ 𝑦 → 0: 

     ൌ ିହ

୪୧୫
→బ

౩ 
ᇣᇧᇤᇧᇥ

ൌ

୪୧୫୧୲ୣ ୬୭୲á୴ୣ୪

 

     ൌ
ିହ

ଵ
ൌ 

     ൌ െ5 

Conclui-se, assim, que 𝑎 ൌ െ5. 

𝑥 ∈  ℝ: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 ⇔ lnଶ 𝑥 െ 6 ln 𝑥 ൌ െ5 

   ⇔ lnଶ 𝑥 െ 6 ln 𝑥  5 ൌ 0 

   ⇔ ln 𝑥 ൌ
േඥሺିሻమିସൈଵൈହ

ଶൈଵ
 

   ⇔ ln 𝑥 ൌ
േସ

ଶ
 

   ⇔ ln 𝑥 ൌ 1 ∨  ln 𝑥 ൌ 5  

   ⇔ 𝑥 ൌ 𝑒 ∨  𝑥 ൌ 𝑒ହ 

          C.S. = ൛𝑒, 𝑒5ൟ 

 

Cálculo auxiliar 
 

 1 െ11 24 

3  3 െ24 

 1 െ8 0 

 

𝑥ଶ െ 11𝑥  24 ൌ ሺ𝑥 െ 3ሻሺ𝑥 െ 8ሻ 
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6.  

6.1 Para que exista lim
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ, é necessário que 𝑓ሺ1ሻ ൌ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

 𝑓ሺ1ሻ ൌ 5ൈ1െ4

1െ𝑒െ1 ൌ 

        ൌ
ଵ

ଵି
భ


ൌ 

        ൌ
ଵ
షభ


ൌ 

        ൌ


ିଵ
ൌ 

        ൌ lim
𝑥→1

𝑓ሺ𝑥ሻ 

 lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵష

௫మିଵ

ଵିమೣషమ 
ൌ 

                         ൌ lim
௫→ଵష

ሺ௫ାଵሻሺ௫ାଵሻ

ିሺమೣషమାଵሻ 
ൌ 

                         ൌ lim
௫→ଵష

௫ାଵ

ିଵ 
ൈ lim

௫→ଵష
௫ିଵ

మሺೣషభሻିଵ 
ൌ 

                         ൌ െ2 ൈ lim
௫→ଵష

௫ିଵ

ሺೣషభାଵሻሺೣషభିଵሻ 
ൌ 

                         ൌ െ2 ൈ lim
௫→ଵష

ଵ

ೣషభାଵ
ൈ lim

௫→ଵష
௫ିଵ

ೣషభିଵ 
ൌ 

                         ൌ െ2 ൈ
ଵ

ଶ
ൈ

ଵ

୪୧୫
ೣ→భష

ೣషభషభ 
ೣషభ

ൌ 

                         ൌ
ିଵ

୪୧୫
ೣ→భష

ೣషభషభ 
ೣషభ

ൌ 

Considerando a mudança de variável 𝑦 ൌ 𝑥 െ 1; 𝑥 → 1ି ⇒ 𝑦 → 0ି: 

                         ൌ
ିଵ

୪୧୫
→బష

షభ 
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

ౢౣ౪ ౪á౬ౢ

ൌ 

                        ൌ െ
ଵ

ଵ
ൌ 

                        ൌ െ1 

          Como 𝑓ሺ1ሻ ് lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ, pode concluir-se que não existe lim
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

 

6.2 𝑚 ൌ lim
௫→ାஶ

ሺ௫ሻ

௫
ൌ 

             ൌ lim
௫→ାஶ

ఱೣషర
భషషೣ

௫
ൌ 
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      ൌ lim
௫→ାஶ

ହ௫ିସ

௫ሺଵିషೣሻ
ൌ 

      ൌ lim
௫→ାஶ

ହ௫ିସ

௫
ൈ lim

௫→ାஶ

ଵ

ଵିషೣ
ൌ 

     ൌ lim
௫→ାஶ

ቀ
ହ௫

௫
െ

ସ

௫
ቁ ൈ

ଵ

ଵିషሺశಮሻ ൌ 

     ൌ lim
௫→ାஶ

ቀ5 െ
ସ

௫
ቁ ൈ

ଵ

ଵିషಮ
ൌ 

     ൌ ሺ5 െ 0ሻ ൈ
ଵ

ଵି
ൌ 

     ൌ 5 

 

𝑏 ൌ lim
௫→ାஶ

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 5𝑥ሻ ൌ 

   ൌ lim
௫→ାஶ

ቀ
5𝑥െ4

1െ𝑒െ𝑥
െ 5𝑥ቁ ൌ 

        ൌ lim
௫→ାஶ

ቀ
5𝑥െ4

1െ𝑒െ𝑥
െ ହ௫ሺ1െ𝑒െ𝑥ሻ

1െ𝑒െ𝑥
ቁ ൌ 

        ൌ lim
௫→ାஶ

5𝑥െ4െ5𝑥െ5𝑥ൈ𝑒െ𝑥

1െ𝑒െ𝑥
ൌ 

        ൌ lim
௫→ାஶ

െ4െ5𝑥ൈ𝑒െ𝑥

1െ𝑒െ𝑥
ൌ 

        ൌ lim
௫→ାஶ

െ4 െ 5𝑥𝑒𝑥
1െ𝑒െ𝑥

ൌ 

        ൌ
୪୧୫

ೣ→శಮ
ቀെ4 െ 5𝑥𝑒𝑥ቁ

୪୧୫
ೣ→శಮ

ሺ1െ𝑒െ𝑥ሻ
ൌ 

        ൌ
୪୧୫

ೣ→శಮ
ሺെ4ሻെ5 ୪୧୫

ೣ→శಮ
𝑥
𝑒𝑥

1െ𝑒െሺ∞ሻ
ൌ 

        ൌ

െ4 െ ఱ

ౢౣ
ೣ→శಮ

𝑒𝑥
𝑥

1െ𝑒െ∞
ൌ 

        ൌ⏟
∗

െ4 െ ఱ
శಮ

1െ0
ൌ 

        ൌ െ4െ
1

ൌ 

        ൌ െ4 

 

Assim, a equação reduzida da assíntota obliqua ao gráfico de 𝑓, quando 𝑥 tende para ∞, é 

𝑦 ൌ 5𝑥 െ 4. 

 

* lim
௫→ାஶ

ೣ

௫ᇣᇧᇤᇧᇥ
୪୧୫୧୲ୣ ୬୭୲á୴ୣ୪

ൌ ∞ 
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7. Opção (A)  

Comecemos por determinar a abcissa do ponto 𝐴: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇔ logሺ2𝑥  10ሻ ൌ 0  

               ⇔ 2𝑥  10 ൌ 1 ∧  2𝑥  10  0  

               ⇔ 𝑥 ൌ െ
ଽ

ଶ
 ∧  𝑥  െ5 

A abcissa do ponto 𝐴 é െ
ଽ

ଶ
 . 

Determinemos a ordenada do ponto 𝐵: 

𝑓ሺ0ሻ ൌ logሺ2 ൈ 0  10ሻ ൌ logሺ10ሻ ൌ 1 

𝐵 tem ordenada 1. 

Por fim, determinemos a ordenada do ponto 𝐶: 

𝑔ሺ0ሻ ൌ െ2ାଶ  8 ൌ െ4  8 ൌ 4 

𝐶 tem ordenada 4. 

Assim, a área do triângulo ሾ𝐴𝐵𝐶ሿ é igual a 
ሺସିଵሻ ൈ 

వ
మ

ଶ
ൌ

ଶ

ସ
 u.a. 

 

8. 𝑥 ∈ ቃ0,


ଶ
ቂ: 

ℎሺ𝑥ሻ ൌ 3 logସሺ1  sen 𝑥ሻ  logସሺ1 െ sen 𝑥ሻ  logଶሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ 3 
୪୭రሺଵାୱୣ୬ ௫ሻ

୪୭రସ
 logସሺ1 െ sen 𝑥ሻ  logଶሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ 3 
୪୭రሺଵାୱୣ୬ ௫ሻ

୪୭రሺସయሻ
 logସሺ1 െ sen 𝑥ሻ  logଶሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ 3 
୪୭రሺଵାୱୣ୬ ௫ሻ

ଷ
 logସሺ1 െ sen 𝑥ሻ  logଶሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ logସሺ1  sen 𝑥ሻ logସሺ1 െ sen 𝑥ሻ  logଶሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ logସሺ1 െ senଶ𝑥ሻ logଶሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ logସሺcosଶ𝑥ሻ logଶሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ logସሺcosଶ𝑥ሻ
୪୭రሺସ ୱୣ୬ ௫ሻ

୪୭రଶ
ൌ 

        ൌ logସሺcosଶ𝑥ሻ
୪୭రሺସ ୱୣ୬ ௫ሻ

భ
మ

ൌ 

        ൌ logସሺcosଶ𝑥ሻ2 logସሺ4 sen 𝑥ሻ ൌ 

        ൌ logସሺcosଶ𝑥ሻ logସሺሺ4 sen 𝑥ሻଶሻ ൌ 

        ൌ logସሺcosଶ𝑥ሻ logସሺ16 senଶ𝑥ሻ ൌ 



 

  Teste N.º 4 de Matemática A 12.º Ano                                               Expoente12 | Daniela Raposo e Luzia Gomes    
Com colaboração de Daniela Breda 

        ൌ logସሺ16 senଶ𝑥 cosଶ𝑥ሻ ൌ 

        ൌ logସሺ4 ൈ 4 senଶ𝑥 cosଶ𝑥ሻ ൌ 

        ൌ logସሺ4 ൈ ሺ2 sen 𝑥 cos 𝑥ሻଶሻ ൌ 

        ൌ logସሺ4 ൈ ሺsenሺ2𝑥ሻሻଶሻ ൌ 

        ൌ logସ 4logସሺsenሺ2𝑥ሻଶሻ ൌ 

        ൌ 1   2 logସሺsenሺ2𝑥ሻሻ 

 

9. Uma equação que permite resolver o problema é 𝑉ሺ2𝑚ሻ ൌ 0,96 𝑉ሺ𝑚ሻ, 0  𝑚  2. 

Utilizando 𝑥 como variável independente: 

ଶଵହ଼

ଵି,ଶସషబ,మൈమೣ   ൌ 0,96 ൈ
ଶଵହ଼

ଵି,ଶସషబ,మೣ   

Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora: 

𝑦ଵ ൌ
2158

1െ0,24𝑒െ0,2ൈ2𝑥,    0  𝑥  2 

𝑦ଶ ൌ 0,96ൈ 2158

1െ0,24𝑒െ0,2𝑥 , 0  𝑥  2 

 

Assim, o instante em que, com três casas decimais, 

𝑉ሺ2𝑚ሻ ൌ 0,96 𝑉ሺ𝑚ሻ, é 0,912. 

Desta forma, a amplitude do intervalo é: 

2 ൈ 0,912െ 0,912 ൌ 0,912 minutos. 

Tem-se que 0,912 ൈ 60 ൎ 55, pelo que a amplitude do intervalo é 55 segundos. 

 


