TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

1.
1.1. O numero de casos possiveis pode ser dado por: 52A5
O numero de casos favoraveis pode ser dado por:*3C, x 3°C; x5!
13 39
Logo, a probabilidade é igual a Ca a Gl X5 3346200 _ %3 0,01
Ag 311875200 13 328
1.2. Opg¢ao (B)
A F F F A
4x12x11x10x3 = *4, x'24; = 12x1320 = 15840
2,

2.1. Consideremos os acontecimentos:
M: “ser do sexo masculino”
S: “ir para uma estancia de esqui nas férias de Natal”
Sabemos que:

« P(M)=1

. P(MnS)=%

« P(M|S) =2
Pretendemos determinar P(M n S).
1
o) 3o P09 3 7 3
| 7 PS) 7 P 7
1
©+=P(S)
7
7
S P(S)=—

M M Total )
1 7 X7
- — PIM)=1—=—==
S 4 12 ( ) 3
_ 5
S = — 7 5
12 =1 = =—
1 2 P(S) 1 12 12
Total — — 1
3 3
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— 1 1 1
P(SﬂM) =§_Z=E
M M Total
s 1 7
4 12
5 1 5
12 12
Total % é 1
- = 5 1 1
P(SAM) =3 -5=5=3
M M Total
S 1 7
4 12
5 1 1 5
12 3 12
Total % é 1

Logo, a probabilidade pedida é igual a g

2.2. Uma vez que um tergo dos alunos € do sexo masculino, se n for o numero total de alunos da

~ 1 , , .
turma, entao 3 € o ndmero de rapazes da turma. Assim:

2 2

1 2
§n><§n_32® 9 _32@ 4n? 32
nc, 69  nn-—1) " 69  9In(n-1) 69
2

4an 32
& ——==
9(n-1) ~ 69

& 276n = 288n — 288
& —12n = —288
on=24
Como o numero total de alunos da turma é igual a 24, entado %x 24 =16 é o numero de

raparigas da turma.

3. Opgao (C)
2" =4096 © 2" =22 o n=12
Sabemos tratar-se da linha de ordem n = 12, logo existem 13 elementos.
O numero de casos possiveis é dado por'3C, .
O numero de casos favoraveis € dado por 6 x 1, pois, dos 13 elementos, existem 6 conjuntos de
dois elementos iguais (*2C, = '2C;,, *%C; = ¢y, Y2C, = 2Cy, ..., Y2Cs = 12C, ).

Assim, a probabilidade pedida é igual a % = % =
2
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41. f(x) =Vl —x—x

No dominio considerado, tem-se que:
’ 1y/ 1 1
Fla)=WTI-x-x) = ((1 —x)7> —x' =S =0T X (1 -2 — 1=
=—-@ —x)Ti-1

o0 = (—%(1 —x)Z- 1)’ - —%x (—%) XA =17 X1 —x) = 0=

=Ix@-07x (D=

1 _3
=—ZX(1—X)2=
1

4,/(1-x)3

Como f""(x) < 0,Vx € ]—oo,1][, conclui-se que o grafico de f tem a concavidade voltada para

baixo em todo o seu dominio.

4.2. Opgao (C)
Temos que lim, o f(x) =Vv1—-0-0=1e lim,_,g(x) = —co.

Assim:

lim,_,f8 =1 =9 (a opcao (A) é verdadeira.)
X000 = o = pgéo (A) é verdadeira.

e:

lim, 2% ="2= — (aopco (B) é verdadeira.)

xﬁO%— 1
Também sabemos que:
lim,,_o f(x) =41 = (=) — (—®) = +0 + (+®) = +oo
e:

lim,,_o g(x) =0~

Assim, liqu_m% = J(')—io = —oo € ndo +oo0, como é apresentado na opgao (C) que &, por isso,
falsa.
lim I O (a opgéo (D) é verdadeira.)

Xm0 f(x) 4w

4.3.h(x) =18 == Dy, = ]—o0, 1[\{0}

X
¢ Assintotas verticais

Vi-1-1 _
— =

limx_)l— h(.x) = -1
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. Vv1—-0—-0 1
Imh() =—F—"=7%

Se x - 0%, lim,_o+ h(x) = +oo.
Sex - 07, lim,_y- h(x) = —oo.
A reta de equagéo x = 0 é assintota vertical ao grafico de h e € a Unica assintota vertical,
visto a funcdo h ser continua em todos os pontos do seu dominio, ja que se trata do
quociente de fungdes continuas.

e Assintotas nao verticais
Como o dominio de h é limitado superiormente, s6 faz sentido procurar assintota nao

vertical quando x — —oo:

o L(L 1
. . v1—x—x(§) . 1—x «x . x(? })
lim h(x) = lim —— = lim ——]=Ilim —————-1=
X——00 X——00 X X——00 X X X——00 X
Il {3z
= lim,,_,_,, — =
| AL
x2 x
=lim,__q 1=
= ﬁ_i_ 1=
=—/0—-1=
=-1

A reta de equagao y = —1 é assintota horizontal ao grafico de h quando x —» —oo.

5.1. Opgéo (B)

f € continua em x = 0 se existir limf(x), isto é, selim f(x) = lim f(x) = f(0).
x—0 x—0 x—-0+

e f(0)=cos?0—sen0=1-0=1

e lim (cos?x —senx) = 1
x—-0%

(cos?x+1)(cos?x—1)

cos*x—1 (%)
( )=

e lim (———+ 2k lim + 2k =
x—0~ 2x x—0~
. 2x+1 . 2x—1
= lim =22 x lim 222 4 2k =
x—0" x—0" X
1+1 . —sen?
=" x lim =242k =
2 x—0~
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X lim senx + 2k =
x-0"

lim senx
x>0~ X

=-1x

limite notavel
=—-1%x1Xxsen0+ 2k =
=2k

Para que 2k = 1, tem-se que k = %

5.2. Em ]037“] tem-se que:

f'(x) = (cos?x — senx)’ = 2cosx X (cosx)’ — (senx)’ =
= 2cosx X (—senx) — cosx =
= —2senx X COSX — COSX

flx)=0

—2senxcosx — cosx = 0

& cosx(—2senx —1) =0

S cosx=0V —2senx—1=0
& cosx=0 Vv senx=—§

T T 71
OSx=—+4+kn Vx=——+4+2kn Vx=—+2knk€Z

2 6 6
Em ]0,3 ] os zeros de f' s&o -, Mol
2 6
X 0 n 7m 3m
2 6 2
Sinal de f’ - 0 + 0 - 0
Variacéo de f \ min 7 Max. \ min.
Calculos auxiliares
(T g g g V2 V2 V2
f (Z) = —2sen (Z) cos (Z) — cos (Z) = —27 7 —7 <0
f'(m) = —2sen(m)cos(m) —cos(m) =0—-(-1)=1>0
Eu: V2 V2 V2 V2
f(T)——Zsen( )cos<4)—cos( ( 7) (—7>—<—7>——1+7<0
3n 3m 3n
] = 2—) — — = — \— —_
f(n2> COST(TZ) ser11T<2> 0-(-1D=1
— 2 — —
f(f) = cos (E)—sen(z> =0—-1= —12
7m 7n 7n V3 1\ 3 1 5
£(G) = cos? () —sen () = (‘7) ~(~3)=3*2=3
. 7 3T T 7T
f € decrescente em ]O ] eem [ ] f é crescente em [5,?]
—1 e 1 sdo minimos de f e " > & maximo.
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5.3. Op¢ao (D)
A equacéo reduzida da reta t é da forma y = mx + b, onde m = f'(m).
Como, para x > 0, se tem f'(x) = —2senxcosx — cosx (determinado na alinea anterior), entdo
m = f'(m) = —2senmcosm — cost = 0 — (—1) = 1.

Assim, y = x + b.

Como o ponto de coordenadas (m,f(m)) = (m,1) Caleulo auxiliar

pertence a reta t, entdo: f(m) =cos?mn—senm=1-0=1

l=n+beb=1—-7

Assim, y = x + 1 — m € a equacgao reduzida da reta t.
A intersegao da reta t com o eixo das abcissas é o ponto de coordenadas (m — 1,0), ja que:
O=x+1-nmex=n-1

Assim, a equacgao reduzida da reta p € da formay = mx + b, onde m = L=

me
Logo, y = —x + b.
Como o ponto (T — 1,0) pertence a reta p, entao:
0O=—m—-1D)+beb=1m-1

A equacdoreduzidadaretapéy =—x+mn—1.

6. Comecemos por determinar o declive da reta AB: A(a,va+1—1) e B(2a,v2a+1—1)
V2a+1-1-va+1+1 2a+1-+a+1

m =
AB 2a—a a
. N - . v2a+l—va+1 , .
A reta AB sera paralela a reta definida por y = ax se e so se ————=a,0quee equivalente a
v2a+i—va+1l a=0

a

V2x+1-vx+1 x

Consideremos a fungéo g, de doml’nioE, 1], definida por g(x) = .

e g é continua em E 1], por se tratar da diferencga entre duas fungdes continuas.
[S+1- 241
° g(l) =%_l= 4(\/5_\/E>_lz 0,177
4 : 4 2 4 4

V2+1-V1+1
1

g9(1) <0 <9G)

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:

—1=vV3-V2-1~-0,682

g() =

Jda € E,l[:g(a) =0
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isto é:

1 V2a+1—+a+1
Elae]—,l[: —a=
4 a

7. Sabemos que:
d(3a) =d(a) —0,1d(a), 0° < a< 120°
& d(Ba) =0,9d(a), 0° < a<120°

8,63 8,63
————— =09 X ———
140,09cos(3a) 140,09cos(a)

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, e usando x como variavel independente, tem-se:
8,63 A
y

Y171+ 0,09c05(3x)
/ Vs
) 3;_8)’1
_0,9x8,63 o
Y2 = 140,09cos(x) | '
I(a,b)
o a =~ 109,7
0 a 120 ¥

O valor de a é, aproximadamente, 109,7°.
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	𝑃,,𝑆.∩𝑀.=,1-3.−,1-4.=,1-12.
	𝑃,,𝑆.∩,𝑀..=,5-12.−,1-12.=,4-12.=,1-3.
	Logo, a probabilidade pedida é igual a ,1-3..
	2.2. Uma vez que um terço dos alunos é do sexo masculino, se 𝑛 for o número total de alunos da turma, então ,1-3.𝑛 é o número de rapazes da turma. Assim:
	,,1-3.𝑛×,2-3.𝑛-,-𝑛-,𝐶-2-. ..=,32-69.⇔,,2-9.,𝑛-2.-,𝑛(𝑛−1)-2..=,32-69.⇔,4,𝑛-2.-9𝑛,𝑛−1..=,32-69.
	⇔,4𝑛-9,𝑛−1..=,32-69.
	⇔276𝑛=288𝑛−288
	⇔−12𝑛=−288
	⇔𝑛=24
	Como o número total de alunos da turma é igual a 24, então ,2-3.×24=16 é o número de raparigas da turma.
	3. Opção (C)
	,2-𝑛.=4096⇔,2-𝑛.=,2-12.⇔𝑛=12
	Sabemos tratar-se da linha de ordem 𝑛=12, logo existem 13 elementos.
	Assim, a probabilidade pedida é igual a ,6-,-13-,𝐶-2-...=,6-78.=,1-13..
	4.
	4.1. 𝑓,𝑥.=,1−𝑥.−𝑥
	No domínio considerado, tem-se que:
	,𝑓-′.,𝑥.=,,,1−𝑥.−𝑥.-′.=,,,,1−𝑥.-,1-2...-′.−,𝑥-′.=,1-2.,,1−𝑥.-,1-2.−1.×,,1−𝑥.-′.−1=
	=−,1-2.,,1−𝑥.-− ,1-2..−1
	,𝑓-′′.,𝑥.=,,−,1-2.,,1−𝑥.-−,1-2..−1.-′.=−,1-2.×,−,1-2..×,,1−𝑥.-−,1-2.−1.×,,1−𝑥.-′.−0=
	=,1-4.×,,1−𝑥.-−,3-2..×,−1.=
	=−,1-4.×,,1−𝑥.-−,3-2..=
	=−,1-4,,(1−𝑥)-3...
	Como ,𝑓-′′.,𝑥.<0, ∀𝑥∈,−∞,1., conclui-se que o gráfico de 𝑓 tem a concavidade voltada para baixo em todo o seu domínio.
	4.2. Opção (C)
	Temos que ,,lim-𝑥→0.-𝑓(𝑥.)=,1−0.−0=1 e ,,lim-𝑥→0.-𝑔(𝑥.)=−∞.
	Assim:
	,,lim-𝑥→0.-,𝑓(𝑥)-𝑔(𝑥).=,1-−∞.=0.    (a opção (A) é verdadeira.)
	e:
	,,lim-𝑥→0.-,𝑔(𝑥)-𝑓(𝑥).=,−∞-1.=−∞.    (a opção (B) é verdadeira.)
	Também sabemos que:
	,,lim-𝑥→−∞.-𝑓,𝑥.=,1−,−∞..−,−∞.=+∞+,+∞.=+∞.
	e:
	,,lim-𝑥→−∞.-𝑔,𝑥.=,0-−..
	Assim, ,,lim-𝑥→−∞.-,𝑓(𝑥)-𝑔(𝑥).=,+∞-,0-−..=−∞. e não +∞, como é apresentado na opção (C) que é, por isso, falsa.
	,,lim-𝑥→−∞.-,𝑔(𝑥)-𝑓(𝑥).=,,0-−.-+∞.=0.   (a opção (D) é verdadeira.)
	4.3. ℎ,𝑥.=,𝑓(𝑥)-𝑥.=,,1−𝑥.−𝑥-𝑥.           ,𝐷-ℎ.=,−∞,1.\{0}
	 Assíntotas verticais
	,,lim-𝑥→,1-−..-ℎ,𝑥.=,,1−1.−1-1.=−1.
	,,lim-𝑥→0.-ℎ(𝑥)=,,1−0.−0-0.=,1-0..
	Se 𝑥→,0-+.,  ,,lim-𝑥→,0-+..-ℎ,𝑥.=+∞..
	Se 𝑥→,0-−.,  ,,lim-𝑥→,0-−..-ℎ,𝑥.=−∞..
	A reta de equação 𝑥=0 é assíntota vertical ao gráfico de ℎ e é a única assíntota vertical, visto a função ℎ ser contínua em todos os pontos do seu domínio, já que se trata do quociente de funções contínuas.
	 Assíntotas não verticais
	Como o domínio de ℎ é limitado superiormente, só faz sentido procurar assíntota não vertical quando 𝑥→−∞:
	,,lim-𝑥→−∞.-ℎ,𝑥.=,,lim-𝑥→−∞.-,,1−𝑥.−𝑥-𝑥.,=-,,∞-∞...,,lim-𝑥→−∞.-,,,1−𝑥.-𝑥.−,𝑥-𝑥..=...,,lim-𝑥→−∞.-,,,𝑥-2.,,1-,𝑥-2..−,1-𝑥...-𝑥.−1=.
	=,,lim-𝑥→−∞.-,|𝑥|,,1-,𝑥-2..−,1-𝑥..-𝑥.−1=.
	=,,lim-𝑥→−∞.-,−𝑥,,1-,𝑥-2..−,1-𝑥..-𝑥.−1=.
	=−,,1-+∞.−,1-−∞..−1=
	=−,0.−1=
	=−1
	A reta de equação 𝑦=−1 é assíntota horizontal ao gráfico de ℎ quando 𝑥→−∞.
	5.
	5.1. Opção (B)
	𝑓 é contínua em 𝑥=0 se existir ,lim-𝑥→0.𝑓(𝑥), isto é, se,lim-𝑥→,0-−..𝑓,𝑥.=,lim-𝑥→,0-+..𝑓,𝑥.=𝑓(0).
	 𝑓,0.=,cos-2.0−sen0=1−0=1
	 ,lim-𝑥→,0-+..,,cos-2.𝑥−sen𝑥.=1
	 ,lim-𝑥→,0-−..,,,cos-4.𝑥−1-2𝑥.+2𝑘.,=-,,0-0...,lim-𝑥→,0-−..,,,cos-2.𝑥+1.,,cos-2.𝑥−1.-2𝑥.+2𝑘=
	=,lim-𝑥→,0-−..,,cos-2.𝑥+1-2.×,lim-𝑥→,0-−..,,cos-2.𝑥−1-𝑥.+2𝑘=
	=,1+1-2.×,lim-𝑥→,0-−..,,−sen-2.𝑥-𝑥.+2𝑘=
	=−1×,,,lim-𝑥→,0-−..,sen𝑥-𝑥..-limite notável.×,lim-𝑥→,0-−..sen𝑥+2𝑘=
	=−1×1×sen0+2𝑘=
	=2𝑘
	Para que 2𝑘=1, tem-se que 𝑘=,1-2..
	5.2. Em ,0, ,3π-2.., tem-se que:
	,𝑓-′.,𝑥.=,,,cos-2.𝑥−sen𝑥.-′.=2cos𝑥×,,cos𝑥.-′.−,,sen𝑥.-′.=
	=2cos𝑥×(−sen𝑥)−cos𝑥=
	=−2sen𝑥×cos𝑥−cos𝑥
	,𝑓-′.,𝑥.=0
	−2sen𝑥cos𝑥−cos𝑥=0
	⇔cos𝑥(−2sen𝑥−1)=0
	⇔cos𝑥=0  ∨ −2sen𝑥−1=0
	⇔cos𝑥=0  ∨ sen𝑥=−,1-2.
	⇔𝑥=,π-2.+𝑘π  ∨ 𝑥=−,π-6.+2𝑘π  ∨ 𝑥=,7π-6.+2𝑘π,𝑘∈ℤ
	Em ,0, ,3π-2.., os zeros de 𝑓′ são ,π-2.,,3π-2. e ,7π-6..
	𝑓 é decrescente em ,0,,π-2.. e em  ,,7π-6.,,3π-2... 𝑓 é crescente em  ,,π-2.,,7π-6...
	−1 e 1 são mínimos de 𝑓 e ,5-4. é máximo.
	5.3. Opção (D)
	A equação reduzida da reta 𝑡 é da forma 𝑦=𝑚𝑥+𝑏, onde 𝑚=𝑓′(π).
	Como, para 𝑥>0, se tem ,𝑓-′.,𝑥.=−2sen𝑥cos𝑥−cos𝑥 (determinado na alínea anterior), então 𝑚=,𝑓-′.,π.=−2senπcosπ−cosπ=0−,−1.=1.
	Assim, 𝑦=𝑥+𝑏.
	Como o ponto de coordenadas ,π,𝑓,π..=(π,1) pertence à reta 𝑡, então:
	1=π+𝑏⇔𝑏=1−π
	Assim, 𝑦=𝑥+1−π é a equação reduzida da reta 𝑡.
	A interseção da reta 𝑡 com o eixo das abcissas é o ponto de coordenadas (π−1,0), já que:
	0=𝑥+1−π⇔𝑥=π−1
	Assim, a equação reduzida da reta 𝑝 é da forma 𝑦=𝑚𝑥+𝑏, onde 𝑚=−,1-,𝑚-𝑡..=−1.
	Logo, 𝑦=−𝑥+𝑏.
	Como o ponto (π−1,0) pertence à reta 𝑝, então:
	0=−,𝜋−1.+𝑏⇔𝑏=𝜋−1
	A equação reduzida da reta 𝑝 é 𝑦=−𝑥+π−1.
	6. Comecemos por determinar o declive da reta 𝐴𝐵: 𝐴,𝑎, ,𝑎+1.−1.  e 𝐵(2𝑎, ,2𝑎+1.−1)
	,𝑚-𝐴𝐵.=,,2𝑎+1.−1−,𝑎+1.+1-2𝑎−𝑎.=,,2𝑎+1.−,𝑎+1.-𝑎.
	A reta 𝐴𝐵 será paralela à reta definida por 𝑦=𝑎𝑥 se e só se ,,2𝑎+1.−,𝑎+1.-𝑎.=𝑎, o que é equivalente a
	,,2𝑎+1.−,𝑎+1.-𝑎.−𝑎=0.
	Consideremos a função 𝑔, de domínio,,1-4.,1., definida por 𝑔,𝑥.=,,2𝑥+1.−,𝑥+1.-𝑥.−𝑥.
	 𝑔 é contínua em ,,1-4.,1., por se tratar da diferença entre duas funções contínuas.
	 𝑔,,1-4..=,,,1-2.+1.−,,1-4.+1.-,1-4..−,1-4.=4,,,3-2..−,,5-4...−,1-4.≈0,177
	𝑔,1.=,,2+1.−,1+1.-1.−1=,3.−,2.−1≈−0,682
	𝑔,1.<0<𝑔,,1-4..
	Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluímos que:
	∃𝑎∈,,1-4.,1.:𝑔,𝑎.=0
	isto é:
	∃𝑎∈,,1-4.,1.:,,2𝑎+1.−,𝑎+1.-𝑎.−𝑎=0
	⇔ ∃𝑎∈,,1-4.,1.:,,2𝑎+1.−,𝑎+1.-𝑎.=𝑎
	7. Sabemos que:
	𝑑,3α.=𝑑,α.−0,1𝑑,α.,    0 <α<120
	⇔𝑑,3α.=0,9𝑑,α.,   0 <α<120
	⇔,8,63-1+0,09cos⁡(3α).=0,9×,8,63-1+0,09cos⁡(α).
	Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, e usando 𝑥 como variável independente, tem-se:
	,𝑦-1.=,8,63-1+0,09cos⁡(3𝑥).
	,𝑦-2.=,0,9×8,63-1+0,09cos⁡(𝑥).
	O valor de α é, aproximadamente, 109,7 .

