Prova-Modelo de Exame de Matematica A 2024 — 12.2 ano

Proposta de resolucao

1. Opcao (C)
n+ 1\" 1\"
limunzlim( ) =lim<1+—) =e"
n n

limf (u,) = xlirgl_f(x) = ,}LT— In(e —x) =In(0*) = —

2.1. Consideremos os acontecimentos F e V definidos por:
F: “O aluno gosta de futebol.”
V: “O aluno refere que nao ira ver o jogo.”
Sabemos que:
« P(F)=75% ="

- p(V) =2

10
1

« P(F|V) =3

Pretende-se determinar P(V N F).

Organizando os dados numa tabela, tem-se:

% v Calculos auxiliares
. T)=le PEOD _ 1 V)=1x2

. 13 1 3 P(FIV) =5 S =59 P(FNV) =3x3

20 10 4 eP(FnV)==
— 1 1 10
F an - 3 1 13

20 1 -PFAV)=3-L1-0

7 3 —

- = 1 .p(VnF)zl_Ezi

10 10 10 20 20

Assim, P(VNF) = %
2.2. Opcao (B)
Numero de casos possiveis: 12!
Numero de casos favoraveis: 3! x 10!
G C T

31 « X 10!
A probabilidade pretendida é, entao, 3!;1‘0! = %

2.3. Sendo n o numero de jogadores com idade superior ou igual a 30 anos, 52 —n é, entdo,
0 numero de jogadores com idade inferior a 30 anos.
Sabe-se que existem 731 maneiras de escolher esses dois jogadores, de modo que ambos tenham

idade superior ou igual a 30 anos ou ambos tenham idade inferior a 30 anos.
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Assim:

n 52—n _ n! (52-n)!
plt G =731 21(n-2)! + 21(52-n-2)! 731

nx(n-1)x(n-2)!'  (52-n)x(51-n)x(50-n)!

21(n-2)! 21(50-m)! =731

o nx(‘;z—l) + (52—n)>2<(51—n) =731

©n?—n+2652—52n—>51n+n? = 1462
© 2n? —104n + 1190 =0
_ —(-104)+/(-104)%-4x2x1190

2%X2

en

104+v1296
n=——
4
104-36 104+36
= V n=
4 4

en

©on=17 Vv n=35

Assim, n = 17, uma vez que existem menos jogadores com idade superior ou igual a 30 anos.

3.1. Opcao (D)
As coordenadas do ponto A séo (4, 0, 0), uma vez que as coordenadas deste ponto sdo da forma
(x,0,0),x € R. Como A € ABC, tem-se que:
30x+24x0+11x0=1203x =12 x=4
Como a reta tem de ser perpendicular ao plano ABC, entdo um vetor diretor da reta tem de ser colinear
com um vetor normal ao plano.
Seja 71 um vetor colinear ao plano #(30, 24, 11).
Nas opcoes (A) e (B), apesar de se encontrarem definidas retas que contém o ponto A, os respetivos
vetores diretores ndo sdo colineares com #(30, 24, 11).
Na opcao (C), encontra-se definida uma reta com vetor diretor colinear com #(30,24,11), mas o ponto

A(4,0,0) ndo pertence a essa reta:

4 = —34 - 30k
(4,0,0) = (—34,—24,-11) + k(—30,—24,-11) © {0 = —24 — 24k
0=-11-11k
k=-2
k= _310 Condicéo impossivel
k=-1

Na opgéo (D), encontra-se definida uma reta de vetor diretor de coordenadas (15, 12,%) que é colinear

com o vetor de coordenadas (30, 24, 11) e que contém o ponto A(4, 0, 0):

4 = 34 + 15k
11 _
(4,0,0) = (34,24,11) + k(15,12,7) o 0= 24t 12k
0=11+—k
2
- _3
S k=-2
_ -
RN @{:: 2
k=11 -
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3.2. O ponto C é o ponto de interse¢do da reta OC com o plano ABC.

Reta 0C: (x,y,2) = (0,0,0) + k(=3,-1,-3) ,k € R

Ponto genérico: (—g - —3k) keR
ABC:30x + 24y + 11z = 120
k k
30 x (—%) +24x (=%) + 11 x (=3k) = 120
& —15k — 12k — 33k = 120
& —60k = 120

Sk=-2

As coordenadas de C sao (—_—2

-2

Z,-3x (—2)) =(1,1,6).

Como se pretende que a superficie esférica de centro em C seja tangente ao plano x0y, entédo o seu
raio € a cota do ponto C, isto é, 6. Assim, a equacdo reduzida da superficie esférica pretendida é

(x—1)2 + (y — 1)? + (z — 6)% = 36.

3.3.4P. 48 = 2 & ||4P|| x ||4B| x cosa = 22
(:»2><v41><coscx=£ , L
3 Calculos auxiliares
1

© cosa = ¢ « Coordenadas do ponto B: B(0,y,0),y € R*

cos(2a) = cos?a — sen’«a ©y=5
L B(0,5,0)
cos’a+sena=1¢e (5) +sen’a=1 «AB=B—-A=(0,50)—(4,0,0) = (—4,5,0)
e 2Bl = .[(—a)2 2 7 —
@senzazl—% ”AB” (=4)*+52+0 \/H

2 8
& sen O(=;

Assim:

12
3) 5°

\DIOO

cos(2a) = cos?a — sen’a = (
1
9

O | ©

7

4. Seja (a,) a sucessao que representa a area do triangulo de ordem n.

Tem-se que:
o g =38_29
17 2 T2
53

— 2 2
L] a —_— st L =
2 2 8
33

4
L] a = —_—=
3 2 32

, ~ S ~ 1 . . 9
(a,) € uma progressao geométrica de raz&o ; e primeiro termo —.
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. , ‘n 9
Assim, a soma das areas de n tridngulos pode ser dada por S,, = —%— x >

Sendo que n - +oo, tem-se:

17\
Lim$, = lim (—1_(11) X —) -

1—; 2

O

_10,9_
3 2
4

9
X -=
2

4
3
6

5.1. lim f(x) existe se lim f(x) = lim f(x).
x-0 x- 0% x-0

sen(kx)

*lim £ = lim o
0
©)
T sen(kx)
T oxoo0-e2(e¥-1)

sen(kx)xk

1 . k
==X lim &%—=
e2 " yLo- €1
X

sen(kx)

k yl—l»rg_ y
=2 X eX-1

e lim_

x—0 b

k 1

ez’ 1
_k

e2

L] i = i 2 =
xl_l)r(r)1+ fx) xl_l)r{]lJr (x%Inx + 1)

. — 3 2 —
=1+ xgrgl+(x Inx) =

. . s 1 1
Considerando a mudanca de variavel =y ex= W 0t =y > +oo:

=1+ lim_ (yiz x In (%)) -

=1+ lim (wxl)z

y— +00 y y
In 1
=1+ lim (——yx—)=
y— +oo y y
In 1
=1—- lim —y>< lim —=
y— +o0 y y—>+ooy
=1-0x0=

lim f(x) existe se 52 =1, ou seja, k = e2.
x—0 e

M Prova-Modelo de Exame de Matematica A _12.2 Ano Dominio’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



5.2. Em ]0, +oo[:
fl(x) =(*Inx+1) =
=(x?lnx)' +1 =

=2xlnx+x2x%=

=2xlnx +x =
= x(2lnx + 1)
ff)=0
xQ2Inx+1)=0x=0 VvV 2lnx+1=0
©x=0 V Inx = —%
¢IR*
1
Sx=e 2
% v e_% +o00
x + +
2lnx + 1 - 0
Sinal de f’ - 0 +
r(e?)
e” 2
Variagéo de f \ /
min.

Calculo auxiliar
_1 _L1\? _1
f(e 2)=(e 2) ln(e 2)+1=
1 1
=x(-5)+1=
=241
2e

1 1
f é estritamente decrescente em ]0, e‘E] e é estritamente crescente em [e‘i, +oo[;

1, . . _1
1—;em|n|mo relativoem x = e z.

6. Inserimos os valores das varidveis em duas listas na calculadora, como se vé na figura abaixo:

[y 2008 497
2 2010 554.200...
3 2012 565.800...
4 2014 565.800..,
5 2016 618.300... v
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Representamos a respetiva nuvem de pontos:

Xi

2008 2012 2016 2020 2024

Determinamos os valores de a, de b e de r:

A Xi B yi €

2012 565.800.. m
2014 565.800.. b
2016 618.300... r?

2018 676.700... r

3
4
S
6

2010 554.200.. RegEqn m*x+b

="Regressdo linear (mx+b)"

=LinRegh

13 (14|15 *Doc rap [I] X

A

D

25.8716.. |
-51490...
0.90186... |
0.94966.. |,

4 »

Assim:

| —a)

II-c)

[—a)

IV —b), pois y = 25,87 x 2023 — 51490,86 ~ 844,15.

7. g é continua em R, logo o seu grafico ndo admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais: y = mx + b,m,b € R

e X — 400
[ e
In(e + e*) —x + xe ™ In (ex (_+ 1

X

lim
x> +oo

m =

lim
X— 400 X

lim >x +ln(eix+1)
x> +oo |

lim 1+@

X— +0co
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—1+e"‘]=
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b= lim [In(e + e¥) —x +xe™*] = lim [ln(e +e¥)—x+ ix] =
x> +oo X+ €

lim [Ine +e*) ~In(e®)] + lim =

lim [ln (e :xex)] + ﬁ =

x— +00 m &

x> +00 X
= lim_ [n(Z+1)]+ xL“;g =
=1In(1) + J%w =
—040=
=0

A reta de equacao y = 0 é assintota horizontal ao gréafico de g quando x — +co.
e X —> —

In(e + e*) —x + xe™™ Ine + *
m= lim mEFEDTxErET_ (%-uw):

X— —00 X X— —00

__In(e)

=0—1+ (+) =

—1+et® =

= 400
Como o valor obtido ndo € um numero real, o grafico de g ndo admite assintota ndo vertical quando
X — —00,

Assim, o grafico de g admite apenas uma assintota de equagéao y = 0.

8. Pretendemos determinar o valor n, tal que P(2n,) = P(n;) —350e 10 <n, < 25
Ou seja, pretendemos determinar a solugéo da equagéo P(n) — P(2n) = 350 em [10,25].

Usando x como variavel independente:

f () = 200 000%0,003%(1,003)12¥ 200 000x0,003x(1,003)24% 4
1 - (1,003)12%—1 (1,003)24¥ 1 V

f2(x) =350

200 000 x 0,003 x (1,003)12*2161
(1,003)12x2161 _ 1 =

— 111086 5 0 Tie s,

P(21,61) =

v

A prestagao sera de 1110,86 euros.
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9.D = {x € R:12¢* — 16 > 0} = |In3), +o|

Calculo auxiliar

4 4
126"—16>0<:)e">§<:)x>1n(§)

Em Jin (2), +oo]:

In(12e* — 16) < 2x +In(2) © In(12e* — 16) < In(e?*) + In(2)

& In(12e* — 16) < In(2 x e?*)
S 12e* —16 <2 x e?*

& —2e?* +12e*—-16<0

o e —6e*+8>0

Consideremos a mudanga de variavel e* = y:

y2—6y+8=0

Calculos auxiliares

-y2—6y+8=04:>y=6i32$<:)y=%

oy=4Vy=2

v

y2—6y+8=>0oy<2 vV y>4

Substituindo y por e”*:

e*<2 VvV e*z4ox<In2)Vx=InH4)

C.8. = |n(3), @] u n(4), +oof

10. Como Dy, = R, g ¢é diferenciavel em R.

Se g é diferencidvel em R, entdo g é continua em R. Em particular, g é continua em x = 0, ou seja,

limog(x) = g(0). Como a reta de equagédo y = —4x + 8 é tangente ao grafico de g em x = 0, entdo
xX—

g(0) = —4x0+8 =8, logo lim g(x) = 8.
X—

Daqui se conclui que a proposigéo | é falsa.

Sabemos que g'(x) = e™* X f(x). Entdo, tem-se que:

Calculo auxiliar

§< 2 In G) < In(2)

X —o0 =2 1 +o0
e ™ + + + +
f(x) - 0 - 0
Sinal de g’ - 0 - 0
Variagédo de g —~— —~— g(ll) /
min

Concluimos que g(—2) nao é um extremo de g, logo a proposicéao Il é falsa.
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Verifica-se que:

9" = () xfx)+e* xf'(x) =
=—e*Xf(x)+e*xXf'(x)=
=e"(f'() - f(x)

9" 0o e (f'() - f(x)) <0
& f'()-fx)<0
e f'(x) = f)
Como, em ]—oo, —2[, se tem que f'(x) > 0 e f(x) <0, entdo f'(x) > f(x). Logo, o grafico de g ndo tem

a concavidade voltada para baixo em ]—oo, —2], isto &, a proposigao Il é falsa.

11. Opcéo (D)
W=zxei4?ﬂ=(2+i)><ei2?n=
=2+ (cosz?n+ isen?) =
= (2+i)(—%+§i) =

=-1+3i-2i-C=

-(1-2)s(5-)

V3

Rew) =-1-= e Im(w) =\/§_§

wHw _ 4 _ V3
T—Re(w)— 1 2

w-w 1
?— Im(w) = \/§_E

12.

Calculos auxiliares
. 4ei§+ZeisT" = 4(cosE+ isenz) +2(c055—“+ isens—“) = 4(1+£i) +2(1—£i) =
- 3 3 3 3/ "2 2 2 2 )7
=2+2V3i+1-+3i=
=3++3i=
= V12e%
s 3+V3i|=v9+3=V12
tga=§ A a€l°Q
azg, por exemplo.
22+ 02 —-2i=2(4+4i+(-1)—-2i3* =23 +4) - 2i=
=6+8i—2i=
=6+6i=

=72t
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12

Wz(ﬁx_mef%f:(ef(%—a) _(3)7 2

\/ﬁei%
= ei(_f_ZX12) =
= ei(_“) =
= elm

zt=wezt=em
Pretendemos determinar as raizes quartas de e'™ que sao do tipo:

.T+2KkT
7z =Vixe 2 ,k€{0,1,2,3}

k=OaZO=1xeiZ=\/2—E+gi
.3TC
k=1vz =1xes =212,
2 2
.51
k=2vz,=1xes =22
2 2
.7
k=3vz,=1xes =2 Y2
2 2
CS. = {2+ 242 222 vy
2 2 2 2 2 2 2 2

13. A abcissa do ponto P, ponto de intersecdo dos gréficos de f e g, é o valor real de x tal que f(x) = g(x).

1 1
Ina x?=""o x2=—=— (comoa > 1,Ina # 0)
x xIna

()
=
|

0
><i\.!
|

=
©x3-1=0Ax+#0
o x*=1ANx#0

ox=1Ax=#0
Coordenadas de P: (1, (1)) = (1,Ina)
A reta t é tangente ao gréfico de f no ponto P — seja m, o seu declive:
m, = f'(1) = 2Ina, pois f'(x) = (Ina x?)' =2lnax

A reta s é tangente ao gréafico de g no ponto P — seja m, 0 seu declive:

my = g'(1) = ~Ina, pois g'(x) = (2%) =na x (1) =lnax(-%)=-"¢

Assim:

my—mg=2Ina—(-Ina) =3Ilna =In (a®)
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