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Prova-Modelo de Exame de Matemática A 2024 – 12.º ano 

Proposta de resolução 

 
1. Opção (C) 

lim �� � lim �� 	 1� �� � lim �1 	 1��� � � 

lim����� � lim�→������ � lim�→�� ln�� � �� � ln�0�� � �∞ 

 

2.  

2.1. Consideremos os acontecimentos � e � definidos por: 

   �: “O aluno gosta de futebol.” 

   �: “O aluno refere que não irá ver o jogo.” 

   Sabemos que: 

•  ���� � 75% � !" 

•  �#�$ � !%& 

•  �#�|�$ � %! 

Pretende-se determinar �#� ∩ �$.  

 Organizando os dados numa tabela, tem-se: 

 

 � �  

� 
1320 

110 
34 

� 
120  

14 

 
710 

310 1 

 

 

Assim, �#� ∩ �$ � %,&. 

 

2.2. Opção (B) 

       Número de casos possíveis: 12! 

       Número de casos favoráveis: 3! - 10! 

         .    0    12334335                    !!           -   __  __  __  __  __  __  __  __  __                                                                          -  %&!         
 

A probabilidade pretendida é, então, 
!!-%&!%,! � %,,. 

 

2.3. Sendo � o número de jogadores com idade superior ou igual a 30 anos, 52 � � é, então,  

o número de jogadores com idade inferior a 30 anos. 

Sabe-se que existem 731 maneiras de escolher esses dois jogadores, de modo que ambos tenham 

idade superior ou igual a 30 anos ou ambos tenham idade inferior a 30 anos.  

Cálculos auxiliares 

• �#�|�$ � %! ⇔ 9�:∩;�9�;� � %! ⇔ �#� ∩ �$ � %! - !%& 

                                              ⇔ �#� ∩ �$ � %%& 

• ��� ∩ �� � !" � %%& � %!,& 

• �#� ∩ �$ � <%& � %!,& � %,& 
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Assim: 

            0,⬚� 	 0, � 731⬚>,� ⇔ �!,!��,�! 	 �>,��!,!�>,�,�! � 731  

                                            ⇔ �-��%�-��,�!,!��,�! 	 �>,��-�>%��-�>&��!,!�>&��! � 731  

                                            ⇔ �-��%�, 	 �>,��-�>%��, � 731  

                                            ⇔ �, � � 	 2652 � 52� � 51� 	 �, � 1462   

                                            ⇔ 2�, � 104� 	 1190 � 0  

                                            ⇔ � � �%&"�AB�%&"�C"-,-%%D&,-,   

                                            ⇔ � � %&"A√%,DF"   

                                            ⇔ � � %&"!F"       ∨     � � %&"�!F"   

                                            ⇔ � � 17   ∨    � � 35  

Assim, � � 17, uma vez que existem menos jogadores com idade superior ou igual a 30 anos. 

 

3.  

3.1. Opção (D) 

As coordenadas do ponto H são (4, 0, 0), uma vez que as coordenadas deste ponto são da forma ��, 0, 0�, � ∈ ℝ. Como H ∈ HL0, tem-se que: 30� 	 24 - 0 	 11 - 0 � 120 ⇔ 3� � 12 ⇔ � � 4 

Como a reta tem de ser perpendicular ao plano HL0, então um vetor diretor da reta tem de ser colinear 

com um vetor normal ao plano. 

Seja �M⃗  um vetor colinear ao plano �M⃗ �30, 24, 11�. 

Nas opções (A) e (B), apesar de se encontrarem definidas retas que contêm o ponto H, os respetivos 

vetores diretores não são colineares com �M⃗ �30, 24, 11�. 

Na opção (C), encontra-se definida uma reta com vetor diretor colinear com �M⃗ �30,24,11�, mas o ponto H�4, 0, 0� não pertence a essa reta: 

�4, 0, 0� � ��34, �24, �11� 	 O��30, �24, �11� ⇔ P4 � �34 � 30O0 � �24 � 24O0 � �11 � 11O 

                                                                              ⇔ QO � � !R!&O � �1O � �1       Condição impossível 

Na opção (D), encontra-se definida uma reta de vetor diretor de coordenadas S15, 12, %%, T que é colinear 

com o vetor de coordenadas (30, 24, 11) e que contém o ponto H�4, 0, 0�: 
�4, 0, 0� � �34, 24, 11� 	 O �15, 12, 112 � ⇔ V4 � 34 	 15O0 � 24 	 12O0 � 11 	 112 O 

                                                            ⇔
⎩⎪⎨
⎪⎧ O � � !&%>O � � ,"%,� %%, O � 11 ⇔ PO � �2O � �2O � �2 
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3.2. O ponto 0 é o ponto de interseção da reta [0 com o plano HL0. 

       Reta [0: ��, \, ]� � �0, 0, 0� 	 O S� %, , � %, , �3T , O ∈ ℝ 

Ponto genérico: S� ,̂ , � ,̂ , �3OT , O ∈ ℝ HL0: 30� 	 24\ 	 11] � 120 

 30 - S� ,̂T 	 24 - S� ,̂T 	 11 - ��3O� � 120 

⇔ �15O � 12O � 33O � 120 
⇔ �60O � 120 
⇔ O � �2 

As coordenadas de 0 são S� ,
, , � ,

, , �3 - ��2�T � �1, 1, 6�. 

Como se pretende que a superfície esférica de centro em 0 seja tangente ao plano �[\, então o seu 

raio é a cota do ponto 0, isto é, 6. Assim, a equação reduzida da superfície esférica pretendida é 

�� � 1�, 	 �\ � 1�, 	 �] � 6�, � 36. 

 

3.3. H�MMMMM⃗ . HLMMMMM⃗ � ,√"%
! ⇔ `H�MMMMM⃗ ` - `HLMMMMM⃗ ` - cosα � ,√"%

!  

                             ⇔ 2 - √41 - cosα � ,√"%
!  

                             ⇔ cosα � %
! 

Pretende-se o valor de cos �2α�: 

cos�2α� � cos,α � sen,α 

cos,α 	 sen,α � 1 ⇔ �1
3�, 	 sen,α � 1 

                              ⇔ sen,α � 1 � %
D 

                              ⇔ sen,α � R
D 

Assim: 

cos�2α� � cos,α � sen,α � �1
3�, � 8

9 � 

                                        � %
D � R

D � 

                                        � � <
D 

 

4. Seja �g�� a sucessão que representa a área do triângulo de ordem �. 

  Tem-se que: 

• g% � !-!
, � D

, 

• g, � h
C-h

C, � D
R  

• g! � h
i-h

i, � D
!,  

• … 

�g�� é uma progressão geométrica de razão 
%
" e primeiro termo 

D
,. 

Cálculos auxiliares 

• Coordenadas do ponto L: L�0, \, 0�, \ ∈ ℝ�
 

L ∈ HL0: 30 - 0 	 24\ 	 11 - 0 � 120 ⇔ 24\ � 120 

                                                              ⇔ \ � 5 

L�0,5,0� 

• HLMMMMM⃗ � L � H � �0, 5, 0� � �4, 0, 0� � ��4, 5, 0� 

• `HLMMMMM⃗ ` � B��4�, 	 5, 	 0, � √41 
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Assim, a soma das áreas de � triângulos pode ser dada por j� � %Sk
iTl

%k
i

- D
,.  

Sendo que � → 	∞, tem-se: 

 Lim j� � lim n%Sk
iTl

%k
i

- D
,o � 

             � %&h
i

- D
, � 

              � "
! - D

, � 

              � 6  

 

5. 

5.1. lim�→& ���� existe se lim�→ &p���� � lim�→ &�����. 

• lim�→ &� ���� � lim�→ &� qrs�^���tpC�C � 

                �⏞SvvT lim�→ &� qrs�^���C��t%� � 

                � %�C - lim�→ &�
wxy�zt�zt -^{t�kt � 

                � �̂C - |}~t→ v�wxy�zt�zt|}~t→ v�{t�kt � 

Considerando a mudança de variável O� � \, � → 0 ⇒ \ → 0: 

                � �̂C - |}~�→ v�wxy��|}~t→ v�{t�kt � 

                � �̂C - %% � 

                � �̂C 

• lim�→ &p ���� � lim�→ &p��,ln� 	 1� � 

•                 � 1 	 lim�→ &p��,ln�� � 

Considerando a mudança de variável 
%� � \ ⇔ � � %�, � → 0� ⇒ \ → 	∞: 

                               � 1 	 lim�→ �� n %�C - ln S%�To � 

                  � 1 	 lim�→ �� S|s ���k�� - %�T � 

� 1 	 lim�→ �� �� ln\\ - 1\� � 

� 1 � lim�→ �� ln\\ - lim�→ �� 1\ � 

� 1 � 0 - 0 � � 1 lim�→& ���� existe se �̂C � 1, ou seja, O � �,. 
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5.2. Em �0, 	∞�: 
           ����� � ��, ln � 	 1�� � 

                    � ��, ln ��� 	 1� � 

                    � 2�ln� 	 �, - %
� � 

                    � 2�ln� 	 � � 

                    � ��2ln� 	 1� 

           ����� � 0 

           ��2ln� 	 1� � 0 ⇔ � � 0   ∨  2ln� 	 1 � 0 

                                     ⇔ � � 0 245∉��p   ∨  ln� � � %, 

                                     ⇔ � � � kC 
     � 0  � %, 	∞ �  	 	 	 2ln� 	 1  � 0 	 

Sinal de �′  � 0 	 

Variação de �  
 � �� %,� 

mín. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 � é estritamente decrescente em �0, � kC� e é estritamente crescente em �� kC, 	∞�;  
1 � %,� é mínimo relativo em � � �kC. 

 

6. Inserimos os valores das variáveis em duas listas na calculadora, como se vê na figura abaixo: 

 

 

Cálculo auxiliar 

� �� %,� � �� %,�, ln �� %,� 	 1 � 

             � %� - S� %,T 	 1 � 

             � � %,� 	 1 
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Representamos a respetiva nuvem de pontos: 

 

 

 

Determinamos os valores de g, de � e de �: 

 

 

Assim: 

I – a)           

II – c)           

III – a)           

IV – b), pois \ � 25,87 - 2023 � 51490,86 � 844,15. 

 

7. � é contínua em ℝ, logo o seu gráfico não admite assíntotas verticais. 

    Assíntotas não verticais: \ � �� 	 �, �, � ∈ ℝ 

• � → 	∞ 

� � lim�→ �� ln�� 	 ��� � � 	 ���� � lim�→ �� �ln ��� S ��� 	 1T�� � 1 	 ��� � 

                                                    � lim�→ �� �|s��t� � |sS {{t�%T� � 1 	 ��� � 

                                                              � lim�→ �� �� �|sS {{t�%T� � 1 	 ���  � 

                                                    � lim�→ �� �1 	 |sS {{t�%T� � 1 	 ���  � 
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                                                    � lim�→ �� �|sS {{t�%T� 	 ��� � 

                                                    � &�� 	 0 � 

                                                    � 0 

 � � lim�→ ���ln�� 	 ��� � � 	 ����  � lim�→ �� �ln�� 	 ��� � � 	 ��t� � 

                                                      � lim�→ ���ln�� 	 ��� � ������� 	 lim�→ �� %{tt � 

                                                      � lim�→ �� �ln S� � �t�t T� 	 %|}~t→ p�{tt � 

                                                      � lim�→ �� �ln S ��t 	 1T� 	 %|}~t→ p�{tt � 

                                                      � ln�1� 	 %�� � 

                                                      � 0 	 0 � 

                                                      � 0 

A reta de equação \ � 0 é assíntota horizontal ao gráfico de � quando � → 	∞. 

• � → �∞ 

� � lim�→ � ln�� 	 ��� � � 	 ���� � lim�→ � nln�� 	 ���� � 1 	 ��o � 

                                                    � |s���� � 1 	 ��� � 

                                                    � 0 � 1 	 �	∞� � 

                                                              � 	∞ 

Como o valor obtido não é um número real, o gráfico de � não admite assíntota não vertical quando � → �∞. 

Assim, o gráfico de � admite apenas uma assíntota de equação \ � 0. 

 
8. Pretendemos determinar o valor �% tal que  ��2�%� � ���%� � 350 e 10 � �% � 25 

    Ou seja, pretendemos determinar a solução da equação ���� � ��2�� � 350  em �10,25�.          
    Usando � como variável independente: 

    �%��� � ,&& &&&-&,&&!-�%,&&!�kCt�%,&&!�kCt% � ,&& &&&-&,&&!-�%,&&!�Cit�%,&&!�Cit%             

    �,��� � 350     

                   

             

��21,61� � 200 000 - 0,003 - �1,003�%,-,%,F%�1,003�%,-,%,F% � 1 � 

               � 1110,86 

 

     A prestação será de 1110,86 euros. 
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9. � � �� ∈ ℝ: 12�� � 16 � 0� � �ln S"
!T , 	∞� 

 

 

 

 

    Em �ln S"
!T , 	∞�: 

    ln�12�� � 16� � 2� 	 ln�2� ⇔ ln�12�� � 16� � ln��,�� 	 ln�2� 

                                                ⇔ ln�12�� � 16� � ln�2 - �,�� 

                                                ⇔ 12�� � 16 � 2 - �,� 

                                                ⇔ �2�,� 	 12�� � 16 � 0 

                                                ⇔ �,� � 6�� 	 8 � 0 

Consideremos a mudança de variável �� � \: 

                                                     \, � 6\ 	 8 � 0 

 

 

 

 

 

 \, � 6\ 	 8 � 0 ⇔ \ � 2  ∨   \ � 4 

Substituindo \ por ��: 

 �� � 2  ∨   �� � 4 ⇔ � � ln�2�  ∨  � � ln �4� 

 

C.S. � �ln S"!T , ln�2�� ∪ �ln�4� , 	∞� 
 

10. Como ��� � ℝ, � é diferenciável em ℝ. 

Se � é diferenciável em ℝ, então � é contínua em ℝ. Em particular, � é contínua em � � 0, ou seja, lim �→ & ���� � ��0�. Como a reta de equação \ � �4� 	 8 é tangente ao gráfico de � em � � 0, então 

��0� � �4 - 0 	 8 � 8, logo lim�→ & ���� � 8. 

Daqui se conclui que a proposição I é falsa. 

Sabemos que ����� � �� - ����. Então, tem-se que: 

 � �∞ �2  1 	∞ �� 	 	 	 	 	 ���� � 0 � 0 	 

Sinal de �′ � 0 � 0 	 

Variação de �    
��1� 

mín 

 

 

 

 

Concluímos que ���2� não é um extremo de �, logo a proposição II é falsa. 

Cálculo auxiliar 

12�� � 16 � 0 ⇔ �� � 43 ⇔ � � ln �43� 

 

Cálculos auxiliares 

• \, � 6\ 	 8 � 0 ⇔ \ � FA√!F"-R, ⇔ \ � FA,, ⇔ \ � 4   ⋁  \ � 2 
 

 

 
 

 

Cálculo auxiliar "! ¡ 2     ln S"!T ¡ ln�2� 
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Verifica-se que: 

������ � ����� - ���� 	 �� - ����� � 

          � ��� - ���� 	 �� - ����� � 

          � �������� � ����� 

 

������ � 0 ⇔ �������� � ����� � 0 

                 ⇔ ����� � ���� � 0 

                 ⇔ ����� � ���� 

Como, em ��∞, �2�, se tem que ����� � 0 e ���� ¡ 0, então ����� � ����. Logo, o gráfico de � não tem 

a concavidade voltada para baixo em ��∞, �2�, isto é, a proposição III é falsa. 

 

11. Opção (D) 

       ¢ � ] - �£i¤¥ � �2 	 ¦� - �£C¤h � 

                           � �2 	 ¦� Scos ,§! 	 ¦sen ,§! T � 

                           � �2 	 ¦� S� %, 	 √!, ¦T � 

                           � �1 	 √3¦ � %, ¦ � √!, � 

                           � S�1 � √!, T 	 S√3 � %,T ¦ 
  Re�¢� � �1 � √!,     e    Im�¢� � √3 � %, 

  
ª�ª, � Re�¢� � �1 � √!,  

  
ªª,£ � Im�¢� � √3 � %, 

 

12. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cálculos auxiliares 

• 4�£¤h 	 2�£«¤h � 4 Scos §! 	 ¦sen §!T 	 2 Scos >§! 	 ¦sen >§! T � 4 S%, 	 √!, ¦T 	 2 S%, � √!, ¦T � 

                                                                                     � 2 	 2√3¦ 	 1 � √3¦ � 

                                                                                     � 3 	 √3¦ � 

                                                                                     � √12�£¤¥ 

• ¬3 	 √3¦¬ � √9 	 3 � √12 

tg α � √!!   ∧  α ∈ 1. ° Q 

α � §F, por exemplo. 

• 2�2 	 ¦�, � 2¦! � 2#4 	 4¦ 	 ��1�$ � 2¦!�" � 2�3 	 4¦� � 2¦ � 

                                                                        � 6 	 8¦ � 2¦ � 

                                                                        � 6 	 6¦ � 

                                                                        � √72�£¤i 
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 ¢ � n√F-√%,�²¤¥
√<,�²¤i o

%,
� S�£S¤

¥  ¤iTT%, � S�£S C¤CiTT%, � 

                                                    � �£S ¤kC-%,T � 

                                                    � �£�§� � 

                                                    � �£§ 

 ]" � ¢ ⇔ ]" � �£§ 

 Pretendemos determinar as raízes quartas de �£§ que são do tipo: 

]^ � √1i - �£§�,^§" , O ∈ �0, 1, 2, 3� 
 O � 0 ⤻ ]& � 1 - �£¤i � √,, 	 √,, ¦ 
 O � 1 ⤻ ]% � 1 - �£h¤i � � √,, 	 √,, ¦ 
 O � 2 ⤻ ], � 1 - �£«¤i � � √,, � √,, ¦ 
 O � 3 ⤻ ]! � 1 - �£´¤i � √,, � √,, ¦ 
 C.S. � µ√,, 	 √,, ¦, � √,, 	 √,, ¦, � √,, � √,, ¦, √,, � √,, ¦¶ 

 

13. A abcissa do ponto �, ponto de interseção dos gráficos de � e �, é o valor real de � tal que ���� � ����. 

  ln g  �, � |s ·�  ⇔  �, � |s ·� |s ·     (como g � 1, ln g ¸ 0)  

                             ⇔  �, � %�                               ⇔  �, � %� � 0 
                             ⇔  �h%� � 0                              ⇔  �! � 1 � 0  ⋀  � ¸ 0                              ⇔  �! � 1  ⋀  � ¸ 0                              ⇔  � � 1  ⋀  � ¸ 0 

Coordenadas de �: #1, ��1�$ � �1, ln g� 

A reta º é tangente ao gráfico de � no ponto � – seja �» o seu declive: �» � ���1� � 2ln g, pois ����� � �ln g  �,�� � 2ln g � 

A reta ¼ é tangente ao gráfico de � no ponto � – seja �½ o seu declive: 

�½ � ���1� � �ln g, pois ����� � S |s ·� T� � ln g - S%�T� � ln g - S� %�CT � � |s·�C  

 Assim: �» � �½ � 2 ln g � ��ln g� � 3 ln g � ln �g!� 

 

 


