Prova-Modelo de Exame de Matematica A 2025 - 12.° ano

Proposta de resolugdo

1. Opgao (D)
(=) =+

Se x, = (1 +%)n, entdo lim(x,) =e e lim f(x,) = }Cl_r)r; In(e? — x) =In(e? —e) # —on.
() = (o) = (1)
2n 2n n
l n
Sex, = (1 + i) , entdo lim(x,,) = Ve e lim f(x,) = JClir\r/lgln(ez —x) =In(e? —e) # —oo.

() - (103

-1\" - . . 1
Se x, = (1 +—) ,entdo lim(x,) =e ! e lim f(x,) = lim In(e?—x)=1In (ez ——) # —00,
n x—e~1 e

() =+

Sex, = (1 + %)n entdo lim(x,) = (2)~ e limf(x,) = In(e? — x) = In(e? — (e2)”) = In(0*) = —oo.

lim
x-(e?)

2.1.lim g(x) existe se lim g(x) = lim g(x).
x-1 x> 1" x- 1t

. . el*¥-2x+1
e lim g(x) = lim —————=
x- 1~ g( ) x- 1~ x=1

Considerando a mudanga de varidgvel 1 —x =y o x=1—-y,x > 1" =2y - 0*:

— i eY—2(1-y)+1 _
y- 0+t -y
— i e¥—24+2y+1 _
y-0t -y
. eY—1+2y
= lim =
y->0t ¥
eY-1
= lim ( - 2) =
y->0t \ -y
. e¥-1
= — lim -2=
y-o0t ¥
=—-1-2=

. s L 1\ _
. xlirr11+ gx) = xllrr11+ (ln (1 + ex—l) - ;) =
Considerando a mudancga de variavel ﬁ =y, x> 1" >y > +oo:
= lim (In(1+¢eY)—y) =
y— +oo

= yEToo(ln(l +eY)—In(e?)) =

= yl—i>Too (ln (1:;;;)) =
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= Jim_(in(5+1))

i e (L _
i (1)) -
=In(1) =

=0

Como lim g(x) # lim g(x), entdo ndo existe lim g(x).
x- 1t x- 1" x—1

1—x_ 1-x _ 1-
2.2.Em ]—OO, 1[ h(x) — € );_21X+1 + 2e xi-fx 1 — 3;'_1"

pen (3el_x)'(x—1)—361_X><(x—1)' _ —3el™¥(x-1)-3el"¥
h'(x) = (x—1)2 - (x-1)2 -

_ —3el™¥(x-1+1)
G

_ —3el™*xx
T (x-1)?
X

h'(x):()c»%:Oc»—%Hxx:O A (x—1)2%0

(:)(—381_"20 % xZO)/\ x#1
equacgido impossivel condic¢do universal em ]—oo,1[
Sx=0
x —oo 0 1
3ol — — —
x - 0 +
(x — 1)? + + +
Sinal de h' + 0 -
. h(0)
Vari h
ariagao de -7 Max. ~

h é estritamente crescente em |-, 0] e é estritamente decrescente em [0,1[;
h(0) =2 = —3e

—3e € maximo relativo em x = 0.

3. Introduzindo os valores da esperanga de vida a nascenga — homens (x) numa das listas da calculadora e os

valores da esperanga de vida a nascenga - mulheres (y) noutra lista da calculadora, obtém-se os seguintes
valores:

e mediana da variavel x: 75,3
e 1.°quartil da variavel x: 72,4
e 3.°quartil da variavel x: 77,4
Assim:

l-c) 75,3

I-b)5

774 —-724 =5
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Il -a) 6,9%
83,7-78,3
78,3

IV-a)y=0,771x + 23,422

X 100 = 6,9

4. O numero de casos possiveis € igual a 6°.

O ndmero de casos favoraveis é igual a:

2 2 2
53166 2 531 66 4 > 1 _ 656
TX2XTX1Tx1T + 1%X2X1X1X1 4+ 1X2X5X1Xx1x2
6 6 6 4 6 6 2
AXTIX5X5X1X3 + 4xX5x1x1x1X°C, + 4X1x1x5%x1x°C,
=24+24+20+300+60+60=
= 444
A probabilidade pedida ¢ igual a 2 ~
probabilidade pedida € igua a;~0,06.
5. Opcao (B)
2 X 2 X 3 X 6!
(o] “ — (]
numero trocas de modos de estarem permutacdes das
de maneiras figurinistas juntos na mesma restantes 6 pessoas
de esfc_<l)lher entre si fila
aIlla

6. Consideremos os seguintes acontecimentos:
F: “ser do sexo feminino”
S: “ser da area da saude”
Sabe-se que:
e P(F)=2P(S)
o P(F|S) =

NlRr D=

e P(SIF) =
Entao:

1 PFNnS 1 1
PEIS) =39 5y =3 = PE N H=7PE)

PEIF) =1 20=10 PG n F)=;1-P(F)
© P N F)=5(1-2P())
©P(S nF)=2-P(O)
©1-P(SUF)=5-P(S)

1

© —P(SUF)=—-—P(S)

© P(SUF) =2+ P(S)
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Como P(SUF) =P(S)+ P(F)—P(SNF), entéo:
§+ P(S) = P(S) + 2P(S) — %P(S) o —%P(S) = —§

o P(S) =

NN P—\l_{;

o P(S) =

7. Consideremos a sucessao (a,,) cujos termos séo as areas dos quadrados descritos no enunciado.

=16
a, = (2v2) =
a;=2%2=4

(.)

Em geral, se a, = 1%

1\2 1\? 1z g2
¢ J(z) +(5) —\/:Jf:—
2 _
12
H _\/?_
2
2 W _
=527 & @<=

. 1
Assim, a4 = -

Calculos auxiliares

2 (12)2=4+4312=2\/i

1,>0

(5)2=2+42 o ;=2
150
vz N\ S VE

. ~ o ~ 1 . .
Logo, (a,) € uma progress&o geométrica de razéo - e primeiro termo 16.

1‘)’1
S, <32 16 x () <32 & 16 % (1) <32
2 2
@32><(1—(§)n)<32
1

@1—(5)"<1

o=y <o

1\" - .
=3 (;) > 0 condigdo universal em IN

Logo, a soma das areas dos n quadrados da sequéncia € menor do que 32, qualquer que seja o valor de n.

8. Opgao (B)

’ ~ ~ . s4n ~ 2
Os argumentos de raizes de ordem 5 estdo em progressao aritmética de razao ?ﬂ

2, = 1ei®
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9.23-4zx7+10-2i=0 (V2°)? —4x2+10-2i=0 Calculos auxiliares

AN (ﬁ)sei(se) =242 ez X 7= (ﬁeie) X (ﬁei(—e)) =
2 .
) — (8-0) _
& \8eiG® = JBeilT) = (‘/?0) e’ =
=2 =
© VB=Vv8 A30=T"+2kmkeZ -2
condig¢do universal (3T
o=l 2k, oo e -2+ 2= \/gel(T)
e0=—+—,k€E .
43 |-2+2i| = /(-2)2+22=+8
r . -2 0
Comoee]o,z[,e—4. tga==Aa€20Q
Assim, z = \/Eei(%). o= ?, por exemplo.

Como z € uma das raizes sextas de um certo numero complexo w,

entdo z6 = w.

w= 2= (vl =
= (v2)°ei(%) =
= 8ei(5) =
= —8i

10.
10.1. Opgao (B)
(x—12+(@y—2)2+(=z+3)%>=9 A x=a,coma €R
S@-1D2+@G—-22+Z+3)2=9 A x=a
S@-22+zZ+3)2=9-(a—-1)?A x=a
Para que esta condigéo defina uma circunferéncia de perimetro 2+/5m, isto é, de raio /5 tem que se

verificar:
9—(a-1)?=(V§)°
ou seja:
(a—1)?2=9-5(@—-1)%2=4
a—1=2Va-1=-2

Sa=3Va=-1

10.2. Seja r a reta perpendicular ao plano a e que passa no centro da superficie esférica.

Sabe-se que o ponto T é o ponto de intersec¢ao da reta r com o plano a.
v (x,y,2) = (1,2,—3)+k<%,1,1),k €R

Ponto genérico de r: (1+§,2+k,—3+k),k ER

%(1+§)+(2+k)+(—3+k)—4=0@%+f+ 24k—3+k—-4=0

oLy k=5-2
4 2

Xy k=5-2
4 2
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= k+8k=20-2
< 9k =18
k=2
Assim, T (1 + % 2+2,-3+ 2), ou seja, T(2,4,—1).
A distancia de T a origem do referencial é:
d(T,0)=/(2-0)2+ (4 —-0)2+(-1-0)% =
—VIFTI6+1=
=21

11. Pretende-se determinar a amplitude do intervalo [a, 4a], isto é, 4a — a = 3a.
Sabemos que a é tal que B(4a) = B(a) — 10.

Usando x como variavel independente, e recorrendo a calculadora gréfica, obtém-se, no intervalo [0, 10]:

filx) = ——0

. uy YA
1+0,25¢0:35%4x
() =

100
1+0,25¢%:35%

—10

0| 0,478 0 X

Assim, a = 0,478 e 3a = 1,434, isto &, 1 minuto e 26 segundos (0,434 x 60 = 26).

12.
12.1. Asombreado = 2 X Apjapo] = 2 X OB:AB = Calculo auxiliar
r=2ea€ 2°Q, logo:
=—-2cosa X2seno= 0B = —2 cos a
=—2X2sena coso = AB = 2sena

—2sen(2a)
12.2. Como a fungdo g é continua em ]0, [, visto tratar-se do quociente entre fun¢des continuas neste

intervalo, entdo as Unicas retas candidatas a assintotas verticais ao grafico de g séo as retas de
equagdox =0ex =T

0
2sen(2x) "
lim ——— =

Jim, g(x) =

x— 0t 1-cosx

x-07F x

. -2 2
lim ( sen(2x) x x ) —
1-cosx

—2 lim (Se“(z") xz) x lim —%— =

x->07F

~2x2 lim, (%)

y-o0

2x

x— 0t 1—-cosx

% lim x(1+cosx) _
x— 0% (1—cosx)(1+cosx) -

limite notavel
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—4%x1x lim x(1tcosx) _
x— 0+ 1—cosZx

. x(1+cosx)
=—4X lim ———==
x— 0+ senZx

. . 1+cosx
= —4 X lim X lim ——= =
x— 0t senx x— 0t senx

1 . 1+cosx
= —4 X —senx X lim ——— =
lim x— 0t senx

x-0t X

1 1+cosO0
—4 X=X =
1 sen0t

1 2
=4 X=—X—==
1 ot

Logo, a reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao grafico de g.

. . —2sen(2x
lim g(x) = lim “Zsen(2r) _
x> T x->m~ 1-cosx
__ —2sen(2m) __
T 1-cosm

-2x0 _
1-(-1)

=0

Logo, a reta de equagéo x = m ndo é assintota vertical ao grafico de g.

13. A afirmacéo | é falsa, pois o dominio da fungéo f o g € o conjunto dos valores reais de x tais que:
x€Dy A g(x) €EDs, ouseja, xER A g(x) €R*
Por observagao do grafico de g, sabemos que a fungdo g é positiva em ] — 1,0[ U]2, +oo[, ou seja, é este o
dominio da fungdo f o g e ndo R*.

¥ _e _
A afirmagao Il é falsa, pois lim .2 = ‘“—3 =—=-mwe lim 99 _ iy 29790) — 51(0), que sabemos ser
x— 0t X 0 0 x>0 X x>0 x-0

um numero real negativo, pois o declive da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa x = 0 é negativo.
Assim, lim 109 lim 909
x- 0t X x->0 X

= 400 e N0 —o.
A afirmacgéo Il é verdadeira, pois a fungéo f x g € continua em E %] , visto tratar-se do produto de fungdes

continuas neste intervalo, e também se verifica que (f X g) (%) <0< (fxg) (%) pois:

Fx)(3)=r(F)xs(5)=m(x)x9(3)>0

<o <o
Fxo)(3)=f(5)xa(3)=m(x)xs(5) <0
>0 <0

Assim, ficam reunidas as condigbes de aplicabilidade do teorema de Bolzano-Cauchy, que permite concluir

~ . 1 3
que a fungéo f x g tem, pelo menos, um zero no intervalo ]7,;[.
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14. Pretendem-se os valores de x € R* que verificam 2 < f(x) < 6,isto &, f(x) =2 A f(x) <6.

Inx—Inx=>2 A Inx—Ilnx<6
©Inx—-Inx—2=>0 A Inx—Inx—6<0
S (nx<-1Vvinx=2) A (Inx>-2Alnx<3)

Skx<elvx=e?) A (x>e 2 Ax<ed)

CS.=(]—-,e7 1] U [e%,+x]) n Je72,e3[ N Rt =

-+
1
v

0 e et e? e’

15. Seja m o declive da reta secante ao grafico de g

_ f@-fa) _ (G- _

a—(-a) 2a
a-k
ln<%_’<k) ((a—k)x<—a+k))
— “a+k — (a+k)x(—a—k) —
2a 2a
—(a-K)x(a—k) (a—k)z)
1 (—(a+k)><(a+k)) — ln((a+k)2 —
2a 2a
a—k\? a—k
_ () _ 2m(RE) _
2a 2a

a a’
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Calculo auxiliar 1

Inx =y
yi-y-2=0
_ 14/1-4x1x(=2)
Y= 2x1
1+v9
Y=

oy=2Vy=-1
+S !+
-1 2

Assim, y2—y—22>0
Sy<-1v y=2

Calculo auxiliar 2

Inx =y
yi-y-6=0
_ 1+/1-4X1X(=6)
ey= 2x1
_ 14V25

2
Sy=3Vy=-2

+S !+
-2 3

Assim,y2—y—6<0
Sy>-2A y<3.

nos pontos de abcissas a e —a.

In{——~ a .
= M = 9@ omo queriamos demonstrar.
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