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Prova-Modelo de Exame de Matemática A – 12.º ano – Proposta de resolução 
 
 

1. Opção (C) 

Consideremos dois tipos de casos que se excluem mutuamente: começar em ímpar ou começar 

em par. __�__�      �     � __�__�      �      �  __�__�      �      � __�__�      �      � __�__�      �             � 	�
�   �ú���� �� ���������� ������� � í����que não na posição inicial

'         

' �⏞),
,+,,�      
     � __�__�      �      � __�__�      �      � __�__�      �      � __�__�      �       � 	)
�   �ú���� �� ���������� �����-�� ) ����çõ����� 
 ����í/��� ����colocar os  ímpares

  

    5
 � 	�
 ' 4 � 54 � 	) 5
  5 2500 + 3000 5 

     5 5500 

 

2. 678| :; � 6<:= ' 6<8= > 6<:= 5 ?7@∩B;?<B= � 6<:= ' 6<8= > 6<:= 5 

                                                       5 67: ∩ 8; ' 6<8= > 6<:= 5 

                                                       5 6<:= > 6<8 ∩ := ' 6<8= > 6<:= 5 

                                                       5 6<8= > 6<8 ∩ := 5 

                                                       5 6<8 ∩ := 5 

                                                       5 6 C8 ∪ :E 5 

                                                       5 1 > 678 ∪ :; 

 

3. Consideremos os acontecimentos: G: “O aluno é da turma X.” 8: “O aluno prefere como destino o Algarve.” 

Sabemos que: 

• 6<G= 5 6<H= 5 0,5 

• 6<8= 5 0,64 

• 6<G|8= 5 �
 5 0,25 

Pretende-se determinar 678 ∩ G;.  
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Tem-se que: 

6<G|8= 5 0,25 ⇔ 6<G ∩ 8=6<8= 5 0,25 

                        ⇔ 6<G ∩ 8= 5 0,25 � 0,64 

                        ⇔ 6<G ∩ 8= 5 0,16 

Assim: 

678 ∩ G; 5 678 ∪ G; 5 1 > 6<8 ∪ G= 5 5 1 > 6<8= > 6<G= ' 6<8 ∩ G= 5 5 1 > 0,64 > 0,5 ' 0,16 5 5 0,02 

678 ∩ G; 5 2% 

 

4. 

4.1 Para N ser contínua em O 5 �) terá de existir limP→RS
N<O=, isto é, limP→ CRSETN<O= 5 limP→ CRSEUN<O= 5 N C12E: 

• N C�)E 5 ln CV
�RS > 6E 5 ln<V) > 6= 5 limO→C12E'N<O= 
• limP→CRSEUN<O= 5 limP→ CRSEU W sen CO>12E>2O2'3O>1 > ln 6Y 5 

                      5 limP→ CRSEU sen CO>12E
Z)CPZRSE<PZ�= > ln 6 5 

                          5 limP→ CRSEU sen CO>12E
PZRS � limP→ CRSEU 1Z)<PZ�= > ln6 5 

                                 

Considerando a mudança de variável O > �) 5 [, O → C�)EZ ⇒ [ → 0Z: 

                                     5 lim]→ ^U sen []_`̀a`̀b����c� ��cá/��
� 1Z)CRSZ�E > ln6 5 

                                     5 1 � 1 > ln6 5 

                                     5 1 > ln6 
 

Como 1 > ln6 5 lnV > ln6 5 ln CV6E, é diferente de ln <V) > 6=, tem-se que 

limP→ CRSEUN<O= e limP→ CRSETN<O=. 
Conclui-se, então, que N não é contínua em O 5 �). 

 

4.2 Em g�) , '∞g: 
N<O= 5 2O 

Cálculo auxiliar 

>2O) ' 3O > 1 5 0 ⇔ O 5 >3 i j3) > 4 � <>2= � <>1=2 � <>2=  

                                  ⇔ O 5 Z4i√lZ,Z
  

                                  ⇔ O 5 Z4m�Z
     ⋁   O 5 Z4Z�Z
  

                                  ⇔ O 5 �)     ⋁   O 5 1 
 >2O) ' 3O > 1 5 >2 oO > 12p <O > 1= 
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ln <V
P > 6= 5 2O ⇔ V
P > 6 5 V)P                                    ⇔ V
P > V)P > 6 5 0                                    ⇔ <V)P=) > V)P > 6 5 0 
 

Considerando a mudança de variável [ 5 V)P: 

[) > [ > 6 5 0 ⇔ [ 5 1 i j<>1=) > 4 � 1 � <>6=2 � 1 ⇔ [ 5 1 i √252  

⇔ [ 5 �m�)    ⋁   [ 5 �Z�)  ⇔ [ 5 3   ⋁   [ 5 >2 
Assim: 

       V)P 5 3   ⋁   V)P 5 >2_`̀a`̀b�qr�çã� ������í/��⇔ 2O 5 ln3 ⇔ O 5 ��4) ∈ g�) , '∞g 
O ponto do gráfico em que a ordenada é o dobro da 

abcissa tem coordenadas o��4) , N C��4) Ep 5 C��4) , ln3E. 

 

 

5. 

5.1 Opção (D) 

O declive da reta tangente ao gráfico de t no ponto de abcissa >1 é t′<>1=. Como a reta é 

paralela à reta de equação [ 5 vO, então v 5 t′<>1=. 

Em w>∞, 0x, tem-se que: 

       ty<O= 5 Cz{Z�P Ey 5 <z{Z�=|�PZ<z{Z�=�P|PS 5 

                  5 z{�PZ<z{Z�=��PS 5 

                  5 z{�PZz{m�PS 5 

Assim: 

  v 5 ty<>1= 5 zUR�<Z�=ZzURm�<Z�=S 5 ZzURZzURm�� 5 1 > 2VZ� 

 

5.2 Assíntotas verticais 

A função t é contínua em w>∞, 0x e em w0, '∞x, logo a reta de equação O 5 0 é a única candidata 

a assíntota vertical ao gráfico de t: 

• limP→^Tt<O= 5 limP→^T CO ln C1OEE 5 0' � ln C 10'E 5 0' � ln<'∞= 5 0 � ∞ (indeterminação) 

     limP→^T CO ln C1OEE 5 limP→^T lnC1OE1O 5 

     Considerando a mudança de variável 
�] 5 [, O → 0m ⇒ [ → '∞: 

Cálculo auxiliar N oln32 p 5 ln oV
��4) > 6p 5 ln7V)��4 > 6; 5 

                                      5 ln7V��l > 6; 5 

                                      5 ln<9 > 6= 5 

                                      5 ln3 
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                            5 lim]→m~ ln [[_`a`b����c� ��cá/��
5 

                            5 0 

 

• limP→^Ut<O= 5 limP→^U CVO>1O E_`̀ a`̀ b����c� ��cá/��
5 1 

 

            O gráfico de t não tem assíntotas verticais. 

 

Assíntotas horizontais 

• limP→m~t<O= 5 limP→m~ CO ln C�PEE 5 '∞ � ln C �m~E 

                                                   5 '∞ � ln<0m= 5 

                                                   5 '∞ � <>∞= 5 

                                                           5 >∞ 
 

     O gráfico de t não apresenta assíntotas horizontais quando O → '∞. 

 

• limP→Z~t<O= 5 limP→Z~ Cz{Z�P E 5 V>∞>1>∞ 5 0>1>∞ 5 >1>∞ 5 0 

 

     A reta de equação [ 5 0 é assíntota horizontal ao gráfico de t quando O → >∞. 

 

5.3 Em w0, '∞x: 
      ty<O= 5 CO ln C�PEEy 5 

               5 Oy � ln C�PE ' O � Cln C�PEEy 5 

               5 1 � ln C�PE ' O � CR{ER{
y 5 

               5 ln C�PE ' O � Z R{SR{ 5 

               5 ln C�PE ' O � C> �PE 5 

               5 ln C�PE > 1                                       

 ty<O= 5 0  

  ln C�PE > 1 5 0 ⟺ ln C�PE 5 1    
                         ⟺ �P 5 V  

                         ⟺ O 5 �z     e     
�z ∈ w0, '∞x 
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 O 
0 

 
1V '∞ 

Sinal de t′ n.d. ' 0 > 

Variação de t n.d.  t o1Vp 

Máx. 

 

 

 

 

 

 

 

 t é crescente em �0, �zg e é decrescente em ��z , '∞g; �z é um máximo (absoluto) para O 5 �z. 

 

6. 8:	: 6O ' 2[ > 3� 5 >2                          um vetor normal a 8:	: ��⃗ <6, 2, >3= 
    	��: 2O ' 2[ ' 3� 5 34                           um vetor normal a 	��: ���⃗ <2, 2, 3= 

    8��: 6O > 26[ ' 11� 5 >142                   :<1, >1, 2= 
 

6.1 Opção (B) 

 Se dois planos são perpendiculares, então os respetivos vetores normais também o são. Vamos, 

então, determinar um vetor, não nulo, que seja simultaneamente perpendicular a ��⃗  e a ���⃗ : 

�<�, �, �=. <6, 2, >3= 5 0<�, �, �=. <2, 2, 3= 5 0 ⇔ �6� ' 2� > 3� 5 02� ' 2� ' 3� 5 0 ⇔ � 6� ' 2� 5 3�3� 5 >2� > 2� 

                                             ⇔ �6� ' 2� 5 >2� > 2�____________ ⇔ �8� 5 >4�________  

                                             ⇔ � � 5 > �) �
3� 5 >2 C> �) �E > 2� ⇔ � � 5 > �) �3� 5 � > 2� 

                                             ⇔ �� 5 > �) �3� 5 >� ⇔ �� 5 > �) �
� 5 > �4 � 

  C> �) �, �, > �4 �E, com � ∈ IR\�0� 
� 5 6 ⤻ <>3, 6, >2= 

  Um plano perpendicular aos planos 8:	 e 	�� é da forma >3O ' 6[ > 2� ' � 5 0. 

  Como :<1, >1,2= pertence ao plano, vem que: >3 > 6 > 4 ' � 5 0 ⇔ � 5 13 

  Logo, um plano perpendicular aos planos 8:	 e 	��, e que passa em : pode ser definido por: 

>3O ' 6[ > 2� ' 13 5 0 ⇔ 6O > 12[ ' 4� > 26 5 0 

 

Cálculos auxiliares 

 ty<V= 5 ln C�zE > 1 5 ln<VZ�= > 1 5 >1 > 1 5 >2 � 0   

ty C �)zE 5 ln W �RS� Y > 1 5 ln<2V= > 1 5 ln 2 ' ln V > 1 5 ln 2 ' 1 > 1 5 ln 2 � 0   

t C�zE 5 �z ln W �R� Y 5 �z ln<V= 5 �z � 1 5 �z   
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6.2 8� é a interseção dos planos 8:	 e 8��. 

� 6O ' 2[ > 3� 5 >26O > 26[ ' 11� 5 >142 ⇔ � 6O 5 >2 > 2[ ' 3�>2 > 2[ ' 3� > 26[ ' 11� 5 >142 

                                            ⇔ � O 5 > �4 > �4 [ ' �) �>2[ > 26[ ' 3� ' 11� 5 >140 ⇔ � _________________>28[ 5 >14� > 140 

                                            ⇔ �O 5 > �4 > �4 C�) � ' 5E ' �) �
[ 5 �) � ' 5 ⇔ �O 5 > �4 > �+ � > �4 ' �) �_____________  

                                           ⇔ �O 5 >2 ' �4 �
[ 5 �) � ' 5  

C>2 ' �4 �, 5 ' �) �, � E, com � ∈ IR é um ponto genérico da reta 8�. 

8�: <O, [, �= 5 <>2, 5, 0= ' v o13 , 12 , 1p , v ∈ IR 

� é a interseção da reta 8� com o plano 	��. 

� C>2 ' �4 v, 5 ' �) v, v E, com  v ∈ IR 

2 o>2 ' 13 vp ' 2 o5 ' 12 vp ' 3v 5 34 ⇔ >4 ' 23 v ' 10 ' v ' 3v 5 34 

                                                             ⇔ )4 v ' 44 v ' l4 v 5 28 

                                                             ⇔ �
4 v 5 28 

                                                             ⇔ v 5 6 

� C>2 ' +4 , 5 ' +) , 6E  

  �<0, 8, 6= 

:� 5 j<0 > 1=) ' <8 ' 1=) ' <6 > 2=) 5 √1 ' 81 ' 16 5 √98 

:�) 5 �) ' �) ⇔ 98 5 2�) ⇔ 49 5 �) 8���� 5 49 u.a. 

 

7. O) ' 6O ' [) > 2[ 5 15 ⇔ O) ' 6O ' 9 ' [) > 2[ ' 1 5 15 ' 9 ' 1 

                                            ⇔ <O ' 3=� ' <[ > 1=) 5 25 

    Seja 	 o centro da circunferência: 	<>3, 1= 

    Seja 6<O, [= um ponto genérico da reta tangente à circunferência no ponto �: 

    	������⃗ . �6�����⃗ 5 0 ⇔ <>3, >4=. <O ' 6, [ ' 3= 5 0 ⇔ >3O > 18 > 4[ > 12 5 0 

                                                                        ⇔ >4[ 5 3O ' 30 

                                                                        ⇔ [ 5 > 4
 O > ��)  
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 O ponto da reta   que está mais próximo da origem do referencial é a projeção ortogonal de ¡ 

sobre a reta  . Consideremos a reta perpendicular a   e que passa em ¡, definida por [ 5 
4 O. 

Determinemos a interseção desta reta com a reta  : 

¢ [ 5 43 O
[ 5 > 34 O > 152 ⇔ �> 34 O > 152 5 43 O______________ ⇔ �>9O > 90 5 16O______________ ⇔ � >25O 5 90______________ 

                                                                                                   ⇔ � O 5 > �,�[ 5 > 4
 � C> �,� E > ��)
 

                                                                                                   ⇔ �O 5 > �,�[ 5 > )
�
 

As coordenadas são C> �,� , > )
� E. 

 

8. Seja 6 a projeção ortogonal de : sobre x8�w.   
8x@B£¤w 5 @¤¥¥¥¥mB£¥¥¥¥) � :6¥¥¥¥ 5 �^m)�¦?¥¥¥¥) � :6¥¥¥¥   

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Assim: 

 8x@B£¤w 5 �^m)�¦?¥¥¥¥) � :6¥¥¥¥ 5 �^m)�7Z� ��� <)§=;) � 5 sen <2α= 5 

                                       5 �^Z�^ ���<)§=) � 5 sen <2α= 5  

                                       5 75 > 5 cos <2α=; � 5 sen <2α= 5 

                                       5 25 sen <2α= > 25 cos <2α= sen <2α=  5  

                                       5 25 sen <2α= > )�) � 2 sen <2α= cos <2α=_`̀ `̀ `a`̀ `̀ `b��� <)�)§= 5 

                                       5 25 sen <2α= > )�) � sen <4α=  

 

 

Cálculos auxiliares 
 
O triângulo x8¡:w é isósceles: ¡8¥¥¥¥ 5 ¡:¥¥¥¥ 5 raio 5 5  α 5 ¡8©: 5 ¡:ª8  8¡ª: 5 π > α > α 5 π > 2α  

sen <π > 2α= 5 B?¥¥¥¥�  ⟺ sen <2α= 5 B?¥¥¥¥�  ⟺ :6¥¥¥¥ 5 5sen <2α= 
cos<π > 2α= 5 ¦?¥¥¥¥�  ⟺ >cos<2α= 5 ¦?¥¥¥¥�  ⟺ ¡6¥¥¥¥ 5 >5cos <2α= 
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9. N<O= 5 �PZln P                   �¬ 5 ℝm 

 87�, N<�=;, ou seja, 8 C�, �®Z�� ® E. 

 :72�, N<2�=;, ou seja, : C2�, �)®Z��<)®= E. 

 O declive da reta 8: é igual a 
¬<)®=Z¬<®=)®Z® 5  RS¯U°±<S¯=  Z R¯U°± ¯  ® . x8:w é uma diagonal de um quadrado de lados paralelos aos eixos coordenados se:  

 
 RS¯U°±<S¯=  Z R¯U°± ¯  ® 5 1  ∨    RS¯U°±<S¯=  Z R¯U°± ¯  ® 5 >1 

isto é: 

 ³ RS¯U°±<S¯=  Z R¯U°± ¯  ® ³ 5 1 

ou seja: 

´ RS¯U°±<S¯=  Z R¯U°± ¯  ´® 5 1, pois � ∈ ℝm. 

 Utilizando O como variável independente: 

 µ 12O > ln<2O=  >  1O > ln O  µ O 5 1 

 Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora: 

N�<O= 5  µ 12O > ln<2O=  >  1O > ln O  µ O  

 N)<O= 5 1 O � 0 

 

 

Logo, � ¶ 0,214. 

 

10. Opção (B) 

 ·¸ 5 C¸m®¸ E¸ 5 C1 ' ®̧E¸
 

lim ·¸ 5 lim C1 ' ��E¸ 5 V® 

Assim, limP→z¯N<O= 5 �. 
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(A) limP→z¯N<O= 5 limP→z¯<�O= 5 �V®   (falso) 

(B) limP→z¯N<O= 5 limP→z¯lnO 5 ln<V®= 5 �   (verdadeiro) 

(C) limP→z¯N<O= 5 limP→z¯ C� ' �PE 5 � ' �z¯   (falso) 

(D) limP→z¯N<O= 5 limP→z¯<�lnO= 5 �ln<V®= 5 �)   (falso) 

 

11. �� 5 2 e <�¸= é uma progressão geométrica crescente, logo, ¹ � 1. 

      ��   ,    �)   ,   �4 > 2     são termos consecutivos de uma progressão aritmética. 

      �) > �� 5 �4 > 2 >  �) ⇔ �) > 2 5 �4 > 2 >  �) 

                                           ⇔ 2�) 5 �4 

 Por outro lado: 

 �) 5 �� � ¹ 5 2¹, onde ¹ é a razão da progressão geométrica. 

 �4 5 �� � ¹) 5 2¹) 

 Logo: 

 2 � 2¹ 5 2¹) ⇔ 4¹ > 2¹) 5 0 ⇔ ¹<4 > 2¹= 5 0 

                                                ⇔ ¹ 5 0   ⋁   4 5 2¹ 

                                                ⇔ ¹ 5 0   ⋁   ¹ 5 2 

Como ¹ � 1, então ¹ 5 2. 

Assim, �¸ 5 �� � ¹¸Z� 5 2 � 2¸Z� 5 2¸. 

Deste modo: 

  2¸ 5 256 ⇔ 2¸ 5 2, ⇔ � 5 8 

  Assim, conclui-se que 256 é o 8.º termo.    

 

12.  

12.1 Opção (A) 

        |�| 5 √3) ' 4) 5 √25 5 5 

        Logo, 5 é o raio da circunferência de centro na origem e que passa em 8 e :. 

 Como o comprimento do arco 8: é 
�º+ , tem-se: 

 
�º+ 5 α � 5 ⇔ α 5 º+ 

 Então, 
)º� 5 º+, logo � 5 12. 

 Seja �B o número complexo cujo afixo é :. 

        �B 5 � � V»¼½ 5 <3 ' 4�= Ccos º+ ' �sen º+E 5 <3 ' 4�= C√4) ' �) �E 5       

                                                                      5 4√4) ' 4) � ' 2√3� ' 2�) 5 

                                                                      5 >2 ' 4) √3 ' � C4) ' 2√3E 5 
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                                                                      5 4√4Z
) ' � 4m
√4)  

   Assim, as coordenadas de : são C4√4Z
) , 4m
√4)  E. 

 

12.2 Re<� � ¾= 5 �
 ⇔ Re C6V»§ � �4 V»§E 5 �
 

                               ⇔ Re C6 � �4 V»<§m§=E 5 �
 

                               ⇔ Re72V»<)§=; 5 �
 

                               ⇔ Re<2 cos<2α= ' 2sen<2α=�= 5 �
 

                               ⇔ 2 cos<2α= 5 �
 

                               ⇔ cos<2α= 5 �, 

                               ⇔ cos)α > sen)α 5 �, 

                               ⇔ cos)α > <1 > cos)α= 5 �, 

                               ⇔ 2cos)α > 1 5 �, 

                               ⇔ 2cos)α 5 l, 

                               ⇔ cos)α 5 l�+ ⇔ cos α 5 i 4
 

         Como α ∈ �π, 4º) g , cos α 5 > 4
.  

         Assim, sen)α 5 1 > cos)α 5 1 > l�+ 5 ¿�+, então sen α 5 i √¿
 . 

         Como α ∈ �π, 4º) g , sen α 5 > √¿
 .  

� 5 6V»§ ⇔ � 5 6<cos α ' �senα= 5 6 � o> 34p ' 6 � W> √74 Y � 5 > 92 > 3√72 � 
 

13. Como os pontos 8 e : pertencem ao gráfico de N, sendo 8 o de menor abcissa, então 8<�, v�)= 
e :<�, v�)=, com � � �. 

Seja 	<�, v�)=, o ponto desse gráfico em que a reta tangente ao gráfico é paralela à reta 8:. 

Seja   a reta tangente ao gráfico de N no ponto 	 e �Á o seu declive. 

Tem-se que �Á 5 N′<�= e �Á 5 �@B. N′<O= 5 2vO, logo N′<�= 5 2v�. 

�@B 5 N<�= > N<�=� > � 5 v�) > v�)� > � 5 v<�) > �)=� > � 5 v<� > �=<� ' �=� > � 5 v<� ' �= 

       �Á 5 N′<�= 5 2v� 
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Assim: 

 v<� ' �= 5 2v� ⇔ÂÃÄ^ � ' � 5 2� ⇔ � 5 Åm®)  

 Provemos agora que: 

 i. � � � � � 

� � � ⇔ � ' � � � ' � ⇔ � ' �2 � � ' �2 ⇔ � � � 

                                            � � � ⇔ � ' � � � ' � ⇔ ®mÅ) � ÅmÅ) ⇔ � � � 

ii. � > � 5 � > � 

� > � 5 � ' �2 > � 5 � > �2  

� > � 5 � > � ' �2 5 � > �2  

Logo, para qualquer valor de v, as abcissas dos três pontos são termos consecutivos de uma 

progressão aritmética. 

 
 


