Teste de Matematica A

2022 / 2023
Teste N.°4
Matematica A
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagbes necessarias. Quando para um resultado ndo € pedida a aproximagao,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria Regras de derivagao
Comprimento de um arco de circunferéncia wu+v)y =u+ 7
ar (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio) uw.v) =v.v+urv
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema (u)’ _uv—uv

v/ v2

Area de um setor circular:
WY = n.u"tLu (n € R)

2
ar . . A .
— (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio) . ,
2 (senu)’ = u'.cosu

Area lateral de um cone: ntr g (r —raio da base; , ,
(cosu) = —u'.senu

g — geratriz) /
(tgw)' =

A y o - . 2
Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio) cos“u
L . (e“) = u'.et
Volume de uma piramide: 3 X Area da base X Altura

(a¥)' = u'.a*.lna (a € R* \ {1})
Volume de um cone: % x Area da base x Altura

!

, u
. (Inw)' = —
Volume de uma esfera: - r3 (r — raio) u

ul

(logaw)' = (a€ R \{1})

u.lna

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,) L. .
Limites notaveis

Progresséo aritmética: “"" x n N
2 lim(l—i—;) =e(n€eN)

n

- g = 1-r
Progressédo geométrica: u; X —
_ senx
lim =1
x-0 X
. ] I e*—1 _q
Trigonometria am— =
. Inx
sen(a + b) = sena cosb +senb cosa xhrJrnooT =0

X

lim e—=+00(p € R)

x—+400 xP

cos(a+b) =cosa cosb —sena senb

Complexos
(peie)” — pn eine

.0+2kT

Vee®="pe"n (k€ {0,.,n-1}eneN)
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1. De um grupo de doze cozinheiros profissionais, vao ser escolhidos trés, ao acaso, para serem os
apresentadores de um conhecido concurso televisivo de culinaria. Nesse grupo de doze
cozinheiros, ha trés amigos — o José, a Joana e o Jodo — que gostariam de ser os escolhidos.

Qual é a probabilidade de serem escolhidos, exatamente, esses trés amigos?

3! 1 3 1
(A)TC3 (B) T, (C) 1, (D) 7,

2. Uma empresa que comercializa telemoveis fez um estudo acerca das marcas de teleméveis que
os alunos de uma determinada escola possuem. No ambito desse estudo, questionaram-se todos
os alunos do sexo feminino e todos os alunos do sexo masculino de 12.° ano, verificando-se que
todos possuiam um telemével. Dos alunos questionados, sabe-se que:

e ha tantos alunos do sexo feminino como do sexo masculino;

e 80% dos alunos possuem um telemével da marca I;

3 . ~ ’
°* 5 dos alunos do sexo masculino ndo possuem um telemovel da marca 1.

2.1. No final de um dia de aulas, verificou-se que ficou esquecido um telemoével da marca I
pertencente a um aluno de 12.° ano dessa escola.
Qual é a probabilidade de o telemdvel pertencer a um aluno do sexo feminino?

Apresente o resultado sob a forma de percentagem.

2.2. Escolhe-se, ao acaso, um grupo de dois alunos de 12.° ano dessa escola.

Sabe-se que a probabilidade de o grupo escolhido ser constituido por um aluno que possui

64

um telemével da marca I e outro que possui um telemével de outra marca é igual a 55"

Seja n o numero total de alunos de 12.° ano dessa escola. Determine o valor de n.

Para resolver este problema, percorra as seguintes etapas:

e equacione o problema;

e resolva a equacgao, sem utilizar a calculadora, a ndo ser para efetuar eventuais calculos

numeéricos.

3. Para um determinado numero real k, considere a funcéo f, de dominio R\{0}, definida por:
sen x

W se x<0

f(x) =
(x+1%In(x + k%) se x>0

3.1. Para que valores reais de k existe lin% f(x)?
X—

(A) - e (B) —eee

(C) —Veee (D) Ve e Ve
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3.2. Considere k = 1.
Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, estude, no intervalo ]0,+ [, a fungéo f
quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos, e determine, caso exista(m),

esse(s) extremo(s). Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

3.3. Sem recorrer a calculadora, exceto para efetuar eventuais calculos numéricos, mostre que

existe pelo menos um ponto do grafico de f, de abcissa compreendida entre —g e —g, no

qual a reta tangente ao grafico de f nesse ponto é paralela ao eixo Ox.

n
4. Seja (u,) asucessao definida por u,, = (nTH) . De uma certa fungéo f, sabe-se que lim f(u,) = +oo.
Em qual das seguintes opgdes pode estar representada parte do grafico da funcao f?

(A) | (B)

\4
v

5. Determine, sem recorrer a calculadora, o conjunto dos numeros reais que verificam a condigao:
e *(2+e?*) <3

Apresente a sua resposta na forma de intervalo ou de reunidao de intervalos de niumeros reais.

6. Na Internet, no dia 26 de agosto de 2022, pelas 10 horas, colocaram-se a venda todos os bilhetes de
um espetaculo. O ultimo bilhete foi vendido 30 minutos apds o inicio da venda. Admita que, t minutos
apos o inicio da venda, o numero de bilhetes vendidos, em centenas, é dado, aproximadamente, por
N(t) = 40log,(kt +1),0 < t < 30, em que k € uma constante real positiva.

6.1. Durante a venda, houve um instante t; em que o numero de bilhetes vendidos foi igual a 6000

unidades. Qual é o valor de k?

21541
ty

215-1
ty

(A) (B)
(C) 2%° + ¢, (D) 2% — ¢,
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6.2. Considere k = 5.
Existe um instante t,, a partir do qual, passados dois minutos, o numero de bilhetes vendidos
aumentou 10%.
Determine, recorrendo a calculadora, o valor desse instante t,, sabendo-se que existe e é
unico. Apresente o resultado em minutos e segundos (com os segundos arredondados as
unidades).
Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.
Na sua resposta:
e apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;
e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) visualizado(s) na calculadora

que lhe permite(m) resolver a equagao;

e apresente as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) arredondadas as milésimas.

7. Seja g a funcéo, de dominio R, definida por:

1
49

2xX _ X

e se x<1

gx) =
4x —2In(x—1) se x>1
Resolva os itens 7.1. e 7.2., sem recorrer a calculadora.
7.1. Estude a fungdo g quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico, no intervalo |1, +oo[ e,

caso existam, escreva as respetivas equagoes.

7.2. Estude a fungéo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia
de pontos de inflexdo, no intervalo |—oo, 1[.
Na sua resposta, apresente:
e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo;
e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para cima;

¢ as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de g.

8. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere os nimeros complexos z € w tais que, para
0 e ]O,g[:
z=e® e w=3el(m®
A qual dos quadrantes do plano complexo pertence o afixo do nimero complexo z + w?
(A) Primeiro
(B) Segundo

(C) Terceiro

(D) Quarto
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9. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere:
z;=-3-+3i e z,=—cos (—g) — isen (—g)

Determine o menor valor de n natural para o qual (z; X z,)"™ € um ndmero real positivo.

FIM

COTAGOES

Item

Cotagao (em pontos)

21. | 2.2 3.1. 3.2. 4, 5. | 61. | 6.2. | 71. | 7.2. 8. 9. Total

10 18 19 10 18 10 | 19 10 19 19 19 10 19 200

I\ Teste N.2 4 de Matematica A_12.° Ano Expoente’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes




TESTE N.° 4 — Proposta de resolugao

1. Op¢ao (B)
O numero de conjuntos possiveis que se pode formar escolhendo, ao acaso, trés cozinheiros de

um grupo de doze cozinheiros é *%C;. Destes, apenas num conjunto se encontram em simultaneo

os trés amigos. Assim, a probabilidade pretendida é %
3

2.1. Consideremos os acontecimentos:
F: “O aluno escolhido é do sexo feminino.”
I: “O aluno escolhido possui um telemével da marca 1.”
Sabe-se que:
e P(F)=P(F)=0,5
e P(I)=08
« PA|F)=2
Pretende-se determinar o valor de P(F| I).
Como P(I|F) = 13_0’ vem que:

P(INF) _ 3 - BN - BN
e _10<=>P(InF)—0,3><0,5<:>P(InF)—0,15

Organizando os dados numa tabela:

I I Total
Calculos auxiliares
F 0,45 0,05 0,5 _
_ P(I NF)=102-0,15=0,05
F 0,15 0,5 P(INF)=0,5-0,05=0,45
Total 0,8 0,2 1

P(FND _ 045 _ 0,5625.

Assim, P(F |I) = ) o8

Logo, a probabilidade pedida é 56,25%.

2.2. Sendo n o numero total de alunos dessa escola, entio:
¢ ha 0,8n alunos dessa escola que possuem um telemével da marca I, pois P(I) = 0,8;
e ha 0,2n alunos dessa escola que possuem um telemovel de outra marca que ndo a marca I,
pois P(1) = 0,2.

ASL\ Teste N.° 4 de Matematica A_12.° Ano Expoente’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



Escolhendo, ao acaso, um grupo de dois alunos de 12.° ano dessa escola, sabe-se que a
probabilidade de o grupo escolhido ser constituido por um aluno que possui um telemével da

. , - 64 ~
marca I e outro que possui um telemovel de outra marca é igual a Too" logo uma equagao que

, 0,8nx0,2n 64
traduz este problema é ——"— = —

ne, T 199"
08nx02n _ 64 _, 0,16n? _ 64 0,32n? _ 64
nc, 199 nx(n-1) "~ 199 n2-n 199
2

©032n?x 199=64x (n>—-n), n2—-n#0
& 63,68n% = 64n? — 64n
© —0,32n2+64n =0
o n(=032n+64) =0
on=0 Vv -032n+64=0
—64

on=0 V n=——
-0,32

on=0vn=200

Sendo n o niUmero total de alunos dessa escola, entdo n = 200.

3.
3.1. Op¢ao (D)
senx ]1 senx
. . senx . x o
[ ] = = = =
xll)rgl_f(x) xllgl— o2x_1 xll)rgl_ 22X _1 lim_(ezx_lxz)
X x—-0 2x
1 . s
=—Q05 = Mudanca de variavel: y = 2x
Zyl—igl_ y

. lir51+f(x) = lir51+((x +1)%In(x + k?)) = (0 + 1)?In(0 + k?) = In (k?)
x— xX—

Para que 141-133 f(x) exista, tem que xhrglJr flx) = leIgl_ f ).

Assim:

In(k?) = % com k # 0

1

o ki=e2
1
ek =4,ez
ek =xtyVe
ok=1Ve
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3.2.Em]0,+[ e com k = 1:
fx)=(x+1)?In(x+1)
) =((x+DH)D'xIn(x+ 1)+ (x+1)?x(An(x + 1)) =

=2(x+D(x+ 1) In(x + 1) + (x + 1)% X —(fff' -
=2(x+DInx+D+@x+1) =
=x+1DQRCnx+1)+1)
flx)=0
x+1D)QRCnx+1)+1)=0
©x+1=0 V 2In(x+1)+1=0
1
ex=-1V ln(x+1)=—§
-1
©x=-1V x+1=e 2
1
©x=-1 V x=e2-1
—1¢]0,+oo e_%—1$]0,+oo[
0 +00
Sinal de f’ +

Variagao de f v

f é crescente em ]0, +o[ e ndo apresenta extremos relativos neste intervalo.

3.3. Seja t a reta tangente ao grafico de f num determinado ponto e seja m; o0 seu declive.

Pretende-se provar que:

T s
3c E]—E,—g[lmt =0
isto é:
i T
3ce]—§,—§[:f'(c)=o
em|-2,-3f

' _ (senx\ _ (senx)’x(ezx—l)—(senx)x(ezx—l), _ cosxx(e?*—1)-senxx(2e%¥)
f (.X') - (ezx_l) - (ezx—l)z - (ezx—l)z

e f' & continua em [—g — g] visto, neste intervalo, estar definida pelo quociente de fungbes

continuas.
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0+1x2e”™ 2e” T

.f,(_ g) - : (ezx(_E)_l)z T2 (e 2

>0

~—0,29<0

(=T _C°S(‘g)(ez(_%)—l)—sen(—E)xzez(— ( ) + Bz
of ( )_ (ezx(_g)_l)z <—T”_1 ;

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
T[
Ice ] [ F(c) =0
o que significa que existe pelo menos um ponto do grafico de f, de abcissa compreendida entre —g

s e - .
e—-,no qual a reta tangente ao grafico de f nesse ponto € paralela ao eixo Ox.

4. Opgao (D)
. . (n+\ 1\" _
limu,, = lim (T) = lim (1 + ;) =e
Como limf (u,,) = 4+, entdo lim f(x) = +co.
X—e

Assim, das op¢des apresentadas, apenas no grafico da opgao (D) se verifica o pretendido.

5.e7%(2+e?*) <3 @eix(z +e?¥) <3

& 2+ e?* < 3e*, pois e* > 0,Vx € IR

2x _
e —3e"+2<0 Céalculo auxiliar
Consideremos a mudancga de variavel e* = y: 34+V9—4x2
2 _3y42=0y="——_ """
y2—3y+2<0ey>1 A y<2 ooy Y 2
+
Substituindo y por e*, vem que: ey = 2
e*>1 Ne* <2ex>0 A x<In(2) ey=2Vy=1
C.S.=]0,In (2)[ + \ /+
1 - 2 ;
6_ \/

6.1. Opcao (A)
N(t;) = 60 & 40log, (kt; +1) = 60 & log, (kt, +1) ==
3

22-1
ty

Sk =
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6.2. N(t) = 40log,(5t + 1)

Utilizando x como variavel independente: Calculo auxiliar

N(x+2)=11XxN(x), 0<x<28 0<x+2<30 A 0<x<30

. o —2<x<28 AN 0<x<30
y

S 0<x<28
/}1 fi(x) = 40log,(5(x +2) + 1)
206,75 ----= I fo(x) = 1,1 X 40log,(5x + 1)

! 4,99 minutos = 4 minutos + 0,99 minutos
O 49 x 0,99 x 60 ~ 59 segundos

v

t, corresponde aos 4 minutos e 59 segundos apés as 10 h da manha.

71.Em]1,+oo[: g(x) = 4x — 2In (x — 1)
g € continua em |1, +o[, logo, a reta de equagdo x = 1 é a Unica candidata a assintota vertical
ao grafico de g.

lim g(x) = lim (4x —2In(x — 1)) =4 —-2In (0*) =4 — 2 X (—0) =+
x—-1% x-1%

A reta de equacado x = 1 € a uUnica assintota vertical ao gréfico de g.

m= lim 99 = |jp #22ED _ hi;m (4 _pln@-1) (x_l)) =
x>+ X X—+0o X X—+0o X
=4-2 lim 22 =4-2 lim Y =
y—+oo y+1 y—+00 y(1+;)

—4-2| lim ™ x lim = =4—2(o><i)=

y—o+o0o Y y—-+co 1+;
Limite notavel

=4-2x0=4
b= lim (g(x) —4x) = lim (4x —2In(x —1) —4x) =
x—+00 X—+00
= lim (-2In(x — 1)) =
X—+0co

= —2In(+o) =
= —O00
Como o valor obtido ndo € um numero real, concluimos que o grafico de g nao admite assintota

nao vertical quando x — +oo.
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7.2.Em]—o0,1[: g(x) = %ezx —e*
g'(x) = 2 X 2e%% — X = ler —e*
4 2

1
g"'(x) = 7 X 2e%% — X = g?¥ — ¥

g'x)=0oe*-e¥=0e*(*-1)=0

= e* = V e*=1
| —
Equacdo impossivel

©x=0
x —o0 0 1
e* + + +
e*—1 — 0 +
Sinal de g"” - 0 +
Sentido das concavidades do N P.I. U
gréfico de g

O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo em ]—o,0] e tem a concavidade

voltada para cima em [0, 1]. i "
Calculo auxiliar
(0,—3) sdo as coordenadas do ponto de inflexdo do 1 1 3
4 g0)=-e’—e’=—-1=—-
e 4 4 4
gréfico de g.
8. Opc¢ao (B)
Tem-se que:

z=e® =cosB+isend e w=3ei(™O = 3(cos(1'[ —0) + isen(m — 9)) = —3cos 0 + 3isenb
Assim:

Z+w = cosO —isenb — 3cos0O + 3isenb =

= —2cos0 + 2isend, pois 0 € ]O,E[
20 = 2
>0 >0
<0

Assim o afixo de z + w pertence ao 2.° quadrante.
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Outro processo de resolugao:

Tem-se que z = e® ew = 3e{(™ 0 Assim, z = /=9,

Z+w =e' 0 4 3eim0)y = cos(—0) + isen(—0) + 3 cos(m — ) + 3isen(mw — 0) =
= cos(0) — isen(0) — 3 cos(B) + 3isen(B) =
= —2cos(0) + 2isen(B) =
= —2(cos(—8) + isen(—0)) =
= —2ei(=0) =
= 2el(m-6)

Como 0 <9<§, entéo—§< -0< 0<:>§<n—9 < 1. Logo, T — 6 € 2.° quadrante.

g.Zl=_3_\/§i

7 = ((=3)? + (~V3)? = VOF3 = VT2 = 23

3 3
tg6=_—3 A 9639Q<=tg9=? A 8€32Q

7T
0= ~» por exemplo.

7n
6

7 =-3-3i= 2\/§ei( )
Z, = —cos (— g) — isen (— g) = - [cos (— g) + isen (— g)] =
= —ei(_g) = ei(n_g) = ei(z?ﬂ)

71 L(2TC
6

(zy X zx)" = (2\/§ei(_) X e‘(?))n = (2\/§ei(%n+%n))n _ (2@)"ei(“7“n)

. . oy 11 12k
(z1 X 2,)™ € um nimero real positivo se —~n = 2km k €Z & n=—,k € Z.

k=11>n=12

O menor numero natural é 12.
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