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79. Relativamente a Figura o
2, sabe-se que: P
* 0 segmento de reta [AC]
tem comprimento 4

* 0 ponto B ¢ o ponto médio

de [AC] A fog
* 0 segmento de reta [BD] ¢ 2 5 e
perpendicular a [AC] Figura 2

* 0 arco de circunferéncia

CD tem centro em B

Admita que um ponto P se desloca ao longo do arco CD,
nunca coincidindo com C nem com D, ¢ que um ponto Q se
desloca ao longo do segmento de reta [BC] de tal forma que
[PQ] ¢é sempre perpendicular a [BC]. Para cada posi¢do do
ponto P, seja X a amplitude, em radianos, do angulo CBP e
seja A(X) a area do tridingulo [APQ]. Resolva os dois itens
seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos.

a) Mostre que A(X) =2 sen X + sen (2x) (z €0, g D

b) Mostre que existe um valor de X para o qual a area do
triangulo [APQ] ¢ maxima.
(Intermédio 2)

80. Na Figura 5, esta representado D a4
um trapézio retangulo [ABCD]
Sabe-se que:

* BC =1

+CD =1

* o ¢ a amplitude, em radianos, do
angulo ADC

Figura 5

L@ el

Resolva o0s itens seguintes, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

a) Mostre que o perimetro do trapézio [ABCD] é dado, em

fungdio de o, por P(a) = 3 + =€

sena

b) Para um certo nimero real 0, tem-se que tg0 = —\/g ,

com g < @ < 7. Determine o valor exato de P'(6)

Comece por mostrar que P'(a) = l-cosa

2
sen"a
(1.* fase)

81. Considere a funcao f, de dominio R, definida por
senx

ﬁ s x<. 0
—V1-x
filx)=41—e% se x=0 com k= R
4.
1-e¥ se x>0

X

Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos

exclusivamente analiticos.
a) Determine K, de modo que lim f(z) = f(0)
0"
b) Estude a fungdo f quanto & existéncia de assintotas
verticais do seu grafico.

¢) Seja g uma fungdo, de dominio R", cuja derivada, ¢' , de

dominio R*, ¢ dada por ¢'(z) = f(z) — L . Estude a fungéio g
T

quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.

(2.% fase)

82. Na Figura 4, esta 7© c
representado o  quadrado
[ABCD] &
Sab_e-se que: p T
nAB=4 £
* AF = AH = BE = BF
=CF =(CG =DG =DH 4 g
* X ¢ a amplitude, em radianos, Figura 4
do éngulo EAB
. 0,%

v e, %

a) Mostre que a area da regido sombreada é dada, em fungéo
de x, por a(x) = 16(1 — tg x)
b) Mostre que existe um valor de X compreendido entre

e F
12

utilizar a calculadora em eventuais calculos numéricos,
sempre que proceder a arredondamentos, use duas casas

decimais.

para o qual a area da regido sombreada ¢ 5. Se

(2. fase)

Considere as fungdes f e g, de dominio R, definidas,

respetivamente, por

—fgcx) se x#0

com k=R

f(x):—x+sen(%) e glx)=
ef—1 sz x=0

Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.
a) Determine k de modo que a fungéo g seja continua.

b) Determine, em |—2m,5xn[, as solu¢des da equacdo
2
2f'(z) = (f(z) +2)” -1

(Epoca especial)
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2 C
L]

83.  Relativamente a 4 B
Figura 1, sabe-se que:

* 0 ponto B pertence ao

segmento de reta [AC] 4
e os pontos A e D
pertencem a circunferén-
cia que tem centro no
ponto B e raio igual a 4 P
* 0 segmento de reta [BD]

é perpendicular ao

segmento de reta [AC]

* BC =2

Admita que um ponto P se desloca ao longo do arco AD,
nunca coincidindo com A nem com D, e que um ponto E
acompanha o movimento do ponto P de forma que o
quadrilatero [PBCE] seja um trapézio retangulo. O ponto Q é a
interseccdo do segmento de reta [PE] com o segmento de reta
[BD]. Para cada posi¢do do ponto P, seja x a amplitude do
angulo EPB e seja S(x) a area do trapézio [PBCE]

Figura 1

a) Mostre que S(x) = 8sen x + 4sen(2x) (z €0, % B

b) Estude a fungfio S quanto a monotonia e quanto a
existéncia de extremos relativos, recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora. Na sua resposta, deve
apresentar:

* o(s) intervalo(s) em que a fungdo € crescente;

* o(s) intervalo(s) em que a fungdo ¢ decrescente;

* os valores de x para os quais a funcdo tem extremos

relativos, caso existam.
(Intermédio 2)

84. Seja f a funcdo, de dominio R, definida por

Ix+1—-xe* se x<0

Jf(x)=

X4cosx se x=0

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora.

a) Determine [ '(%) recorrendo a defini¢do de derivada de

uma fun¢do num ponto.
b) O grafico da funcdo f tem uma assintota obliqua quando

x — —oo. Determine a equacao reduzida dessa assintota.
(Intermédio 2)

85. Seja f a fungdo, de dominio R\{0}, definida por

sen(—z)

. Considere a sucessdo de numeros reais (X,)

f(z) =

T
tal que z = L. Qual é o valor de lim f (x,)?
n n

(A)-1(B)0(C)1 (D) +ew
(1. fase)

86. Considere a fungéo g, de dominio | - %,0[, definida por

g(x) = sen(2x) — cos X. Seja @ um numero real do dominio de
g. A reta tangente ao grafico da fungdo g no ponto de abcissa

a ¢ paralela a reta de equagdo y = % + 1. Determine o valor

de a, recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a

calculadora.
(1.* fase)

87. Considere a fungdo f, de dominio R, definida por

|xe3+"'+2x se x=1
o=
ll—v"x +sen(x— 1)
se x>1
1 —x

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora.

a) Averigue se a fungdo f é continua em x = 1

b) Mostre que o grafico da fungdo f admite uma assintota

obliqua quando x tende para —oo
(2.* fase)

88. Na Figura 4,
representados, num y
referencial o.n. xOy, o
triangulo [OAB] e a reta .
Sabe-se que:

* a reta r ¢ definida por x
-3

* 0 ponto A pertence a reta r
e tem ordenada positiva;

* 0 ponto B ¢é o simétrico do
ponto A em relagdo ao eixo
Ox

* o ¢ a amplitude, em
radianos, do éangulo cujo
lado origem ¢ o semieixo
positivo Ox e cujo lado B
extremidade ¢ a semirreta

OA
* a funcdo P, de dominio

definida

estdo

OJQ
v

Figura 4

2.7, ¢

or
2 p

P(z) = —6tgz — 6

COosST
a) Mostre que o perimetro do triangulo [OAB] ¢ dado, em
fun¢do de a, por P(a)
b) Determine o declive da reta tangente ao grafico da fungao

Y4

P no ponto de abcissa e sem utilizar a calculadora.

(2. fase)
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Considere a fun¢ao f, de dominio ]0,n[, definida por

f(x) =In x + cos x — 1. Sabe-se que:

* A ¢ um ponto do grafico de f

* a reta tangente ao grafico de f, no ponto A, tem inclinagéo

% radianos.

Determine a abcissa do ponto A, recorrendo & calculadora
grafica. Na sua resposta, deve:

* equacionar o problema;

* reproduzir o grafico da funcdo ou os graficos das fungdes
que tiver necessidade de wvisualizar na calculadora,
devidamente identificado(s), incluindo o referencial,

* indicar a abcissa do ponto A com arredondamento as
centésimas.

(Epoca especial)
Na Figura 2, estdo representados a circunferéncia de

centro no ponto C ¢ de raio 1, a semirreta C'B, areta ADeo
triangulo [ACE]

Figura 2
Sabe-se que:
* 0s pontos A e B pertencem a circunferéncia;

« 0s pontos D ¢ E pertencem & semirreta CB
« areta AD é perpendicular a semirreta CB
* 0 ponto A desloca-se sobre a circunferéncia, e os pontos D e

E acompanham esse movimento de modo que DE = 6
* x ¢ a amplitude, em radianos, do angulo ACB

oz €0, X
0.7
a) Mostre que a area do triangulo [ACE] é dada, em funcdo

de x, por f(z) = 3senz + isen(?m)

b) Mostre, sem resolver a equacdo, que f(x) = 2 tem, pelo
menos, uma solugdo em }%,%[

(Epoca especial)

(Teste intermédio e exames Nacionais 2014)

89. Seja g a funcdo, de dominio R, definida por

T
12 )
Qual das expressdes seguintes também define a fungdo g ?

2,1 2
g(z) = cos (E) —sen”(

(A) sen (57 (B) cos (-X-)

24
cos (L)

(C) sen {;T}(D)

(Intermédio 2)

90. Na Figura 4, estd representada uma planificagdo de uma
pirdmide quadrangular regular cujas arestas laterais medem 4
v

[ R

H

Figura 4

Seja o a amplitude, em radianos, do angulo FSE (& €] % 7).

A aresta da base da pirdmide e, consequentemente, a area de
cada uma das faces laterais variam em func¢do de a. Mostre
que a area lateral da pirdmide é dada, em fungdo de a, por
—32cos a

Sugestdo — Comece por exprimir a area de uma face lateral em
fungdo da amplitude do angulo FSP, que podera designar por

B

(Intermédio 2)

91. Na Figura 1, estd representada, num referencial o.n. xOy,

uma circunferéncia de centro O e raio 1.
N

Figura 1

Sabe-se que:

* 0s pontos A e B pertencem a circunferéncia;
* 0 ponto A tem coordenadas (1, 0)

* 0s pontos B e C t€ém a mesma abcissa;

* 0 ponto C tem ordenada zero;

* 0 ponto D tem coordenadas (-3, 0)
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* a ¢ a amplitude, em radianos, do angulo AOB, com

a €] g ,z[. Qual das expressdes seguintes representa, em
fungdo de a, a area do triangulo [BCD ] ?

(A) l?(—3—scnar)coscz'{B? %(_3"'5311"3)3039'

(C) %(34‘(:05 a)sena (D) IT(S—COS a)sena
(1.* fase)

92. Seja f uma fungdo cuja derivada f', de dominio R, é dada

por f'(z) = z — sen(2z)
f(2)=f(")

a) Determine o valor de lim 2
1:—)% 2a-7
b) Estude o grafico da fung¢@o f , quanto ao sentido das

concavidades e quanto a existéncia de pontos de inflexdo em

1- g,%[, recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a
calculadora. Na sua resposta, deve indicar o(s) intervalo(s)
onde o grafico da fun¢ao f tem concavidade voltada para cima,
o(s) intervalo(s) onde o grafico da funcdo f tem concavidade
voltada para baixo e, caso existam, as abcissas dos pontos de

inflexdo do grafico da funggo f
(1.* fase)

93. Considere, para um certo numero real k, a funcdo f,

continua em [%, %] | definida por

Cos X 7

se =x <

£|A
r2|=

flx)=1 2

k=3 se x=-

=

b

Qual é o valor de k ?
Ao B)1 (©)2 (D)4
(2. fase)

94. Na Figura 4, est4 representado
um pentagono regular [ABCDE].

Sabe-se que AB = 1. Mostre que

AB . AD _ ,z'::)
T_l—2sn.n —_
| 4D | (5_

Figura 4
(2. fase)

95. Na Figura 5, estdo representados uma circunferéncia de
centro O e raio 2 e os pontos P, Q, R e S. Sabe-se que:

* os pontos P, Q, R e S pertencem a circunferéncia;

* [PR] € um didmetro da circunferéncia;

- PQ =PS
* o ¢ a amplitude, em radianos, do
angulo QPR

. T
o 6}0,5[
* A(or) ¢ a area do quadrilatero
[PQRS ], em funcdo de a
Para um certo nimero real 6, com

0 e]Q%[, tem-se que £g0 = 242 .

Figura 5

Determine o valor exato de A(0), recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora. Comece por mostrar que

A(a) = 16sena cos o
(2.* fase)

Na Figura 1, estdo

representadas, num
referencial on. xOy, a r
circunferéncia de centro O

e areta r. Sabe-se que:

e o0s pontos A e B {
pertencem a circunferéncia;
e o ponto B tem =
coordenadas (0, 1)

e a reta r é tangente a
circunferéncia no ponto B

* 0 ponto C ¢ o ponto de intersec¢do da reta r com a semirreta
0A

e o ¢ a amplitude, em radianos, do angulo AOB, com

0,%
@ elo, 7|

Figura 1

Qual das expressdes seguintes representa, em funcdo de a, a
area da regido a sombreado?

. _ tga—a
SEen & — &

(A) L 5 (B) =—5—
lg @ o

© =—- o &

(Epoca especial)

Considere, para um certo numero real k, a fun¢do f, de
dominio ]-oo,e[, definida por

xe* 2 se x =2
x)=
f(x) sen(2 — x)
f+k se 2<x<e
x“4+x-6

Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos analiticos,
sem utilizar a calculadora.

a) Determine k, de modo que a fungéo f seja continua em x =
2

b) Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintota
horizontal do seu grafico e, caso exista, indique uma equagao

dessa assintota.
(Epoca especial)
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96. Na Figura 1, estd N D
representado o circulo g
trigonométrico. 4
Sabe-se que:

* 0 ponto A pertence ao o
primeiro quadrante e a 0 B lc ~
circunferéncia;

* 0 ponto B pertence ao eixo

Ox

* 0 ponto C tem coordenadas

(1,0)

e o ponto D pertence a Figura 1

semirreta OA
* 0s segmentos de reta [ AB] e [ DC] sao paralelos ao eixo Oy

Seja o a amplitude do angulo COD (a €10, % [)

Qual das expressdes seguintes da a area do quadrilatero
[ABCD], representado a sombreado, em funcdo de a?

tg@  sen(2ca) tg  sen(2a)
(A) 2 2 (B) 2 4
2 g 2

(C) tg,_fg_ﬁen;-—"m{D] tg({_w

(1.* fase)

97. Sejam f e g as fungdes, de dominio R, definidas,
respetivamente, por f(x) = 1 — cos(3x) e g(x) = sen(3x)
Seja @ um numero real pertencente ao intervalo ]%75 [
Considere as retas r e s tais que:

* areta r é tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa
a

* areta s é tangente ao grafico da fungdo g no ponto de abcissa

aa+2

6
Sabe-se que as retas r e s sdo perpendiculares.
Mostre que sen(3a) = —%

(1. fase)

98. Seja f a fungdo, de dominio R, definida por f (x) =
3sen’ (x). Qual das expressdes seguintes define a fungio f ',
segunda derivada de f?
(A) 6sen(2x) cos(x) (B) 6sen(x) cos(2x)
(C) 6 cos(2x) (D) 6sen(2x)
(2.% fase)

99. Um cubo encontra-se em movimento oscilatorio
provocado pela forga elastica exercida por uma mola.

A Figura 2 esquematiza esta situag@o. Nesta figura, os pontos
O e A sdo pontos fixos. O ponto P representa o centro do cubo

e desloca-se sobre a semirreta OA

/XXYY\/—\K\}(YX}{YY\’Q P
O "”""U'""""

u‘/\/\)\ FAVAVAVAY.

Figura 2

Admita que ndo existe qualquer resisténcia ao movimento.
Sabe-se que a distancia, em metros, do ponto P ao ponto O ¢

dada por d(t) = 1+ %sen(mﬁ + %)

A variavel t designa o tempo, medido em segundos, que
decorre desde o instante em que foi iniciada a contagem do
tempo (t €[0, +oo). Resolva os itens a) e b) sem recorrer a
calculadora.

a) No instante em que se iniciou a contagem do tempo, o
ponto P coincidia com o ponto A. Durante os primeiros trés
segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto A mais
do que uma vez. Determine os instantes, diferentes do inicial,
em que tal aconteceu. Apresente os valores exatos das
solucdes, em segundos.

b) Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve,
pelo menos, um instante, entre os trés segundos e os quatro
segundos ap6s o inicio da contagem do tempo, em que a

distancia do ponto P ao ponto O foi igual a 1,1 metros.
(2. fase)

Seja a um numero real. Considere a func¢do f, de dominio

R, definida por f (x) = @ sen X. Seja r a reta tangente ao grafico

de f no ponto de abcissa 2?:[ Sabe-se que a inclinacgdo da reta

r éigual a % radianos. Determine o valor de a

(Epoca especial)
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Solugdes: 1.5 cm; 1/4 em 1/4”; ~44,4cn/s; te[0,1/24[U]5/24,7/24[U111/24,1/2] 2. n/4; ndo 3 log(-a%); 1 e +3 3.C 4.B; D

5.B 6.D 7. A 8.D 9.7m; 17°; {5,25,65} ¢ 5°’; Sm 10.C 11. {0,2n/3,n}; x=n/2 12. 12 km; /6
13. A 15.B 16. /4 17.0; 1 (quadrado) 18. f cont. em R\{0}; max=1+4/e 19. PZ(ST:/G,-\/3/2);
cos(2x-5m/6)<y<sen(2x) A 0<x<m/3 20. triang . rect. e isosc. 2l.w 22.D 23. 18h50m; 38 24.2031; 229°

25.D 26.8 27. A 28. cont. direita; (0,7;0,5) 29.1 30.4+0  31.A 32. [(57-6\3)/6,21+2]; 3.8 33, x=tm; %;
Sm/36

34. 4; crescente 35.A 36.2; n/6 e 5m/6; -1,03 37. A 38. y=1/3; In(3e); {0,1,4,5,6}  39.4;0,2 ¢ 1,4 40.1;1e-4

41.B 42.2;0em; n/4 e 5n/4 43.sim  44.503;3,4;98; B 45.D 46.6; 3,4 47. A 48.0,42

49. A 50. x=7 e x=27 51.43/2;0,5 52.D 53.152,1 e 147,1; 147,7 55.C 56. /3 57. A 58. x=0; y=0

59.2 60.4;1¢3 61.B 62.1 Verd.; d(X):cosX+\/(4-sen2X) 63.D 64. A 65. y=2x; 0,2 66.-10/3; 0,24

67.-2 68. /4 69.7/2  70. E; y=2x; In3 71. Verd. 72.2,63 73.D 74. Tn/12 75. A 76.C

77.091 79.7/3 80.3/2  81.1In5-1;x=0; % 83.w/3  84.0; y=3x+1 85. A 86. -11/6 87. Nao
88.-12  89.D 91.C 92.7/4;-n/6en/6  93.C 95.322/9 96.B 98.C 99.2,2/3¢8/3

El.+0; 2,2 E2.B E3.14¢3 E4.B E5. (31/4,1) E6. A E7.1;1,4 E8. 0,27

E9.8;6 E10. A El1.-1/20; ndo tem; 1,6 E12.In(1/2) E13.0,63 E15.B  El6.11/5;y=0

E17. -273/3

O professor: Roberto Oliveira
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