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(Exames Nacionais 2005)

47. Considere a fungéo f, de dominio R, definida por

f(x) = cos x. Qual das expressdes seguintes da a derivada de f,
no ponto n?

(A) lim “PSZH(B) lim C®I=7
o7 z—0

(©) lim =7 (D) lim 327
T z—0

(1*fase)

48. Na figura esta representada uma circunferéncia com centro
no ponto O e raio 3. Os didmetros [EF] e [GH] sdo
perpendiculares.

Considere que o ponto B se desloca sobre o arco FG.

Os pontos A, C e D acompanham o movimento do ponto B, de
tal forma que: as cordas [AB] e [CD] permanecem paralelas a
[EF]; [AD] e [BC] sdo sempre didmetros da circunferéncia.
Os pontos I e J também acompanham o mesmo movimento, de
tal forma que sdo sempre os pontos de intersec¢do de [GH]
com [AB] e [CD], respectivamente. Para cada posi¢do do
ponto B, seja x a amplitude, em radianos, do angulo FOB

(xe [0, g:l ).

a) Mostre que a area da regido sombreada é dada, em fungéo
de x, por A(x)=18(x+sen x-cos x)

Sugestao: use a decomposicao sugerida na figura.

b) Recorra a calculadora para determinar graficamente a
solugdo da equagdo que lhe permite resolver o seguinte
problema: Qual € o valor de x para o qual a area da regido
sombreada € igual a metade da area do circulo?

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da
calculadora, nomeadamente o grafico, ou graficos, obtido(s),
bem como coordenadas relevantes, de algum, ou de alguns,
ponto(s). Apresente o resultado na forma de dizima,

arredondado as centésimas.
(1*fase)

49. Na figura junta esta representado o circulo trigonométrico.

28
Vi

Considere que um ponto P parte de A(1,0) e se desloca sobre
uma circunferéncia, dando uma volta completa, em sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio. Para cada posi¢do do
ponto P, seja x a amplitude, em radianos, do angulo orientado
cujo lado origem é a semi-recta OA e cujo lado extremidade é
a semi-recta OP (xe [0,27r] ). Seja g a fungdo que, a cada
valor de x, faz corresponder a area da regido sombreada
(regido limitada pelo segmentos de recta [OP], [PA] e [AO]).

Qual dos seguintes graficos pode ser o da funcao g?

a) B)
o ¥y
i
0 Iw x [5] \-/ x
(C) D)
¥ vt
4 2T x 0 iK x

(2*fase)

50. Seja f a fungao, de dominio [0,2x], definida por f(x)=sen x

a) Na figura estdo representados: o grafico da funcgéo f; duas
rectas, I e S, tangentes ao grafico de f, nos pontos de abcissa a
e b, respectivamente.

Prove que, se at+b=2m, entdo as rectas r e S sdo paralelas.
b) Sem recorrer a calculadora, estude, quanto a existéncia de
assimptotas do seu grafico, a fungdo g, de dominio ]0,2x[\{x,

definida por g(z) = ﬂ%

(2*fase)
Na figura estio representadas uma semi-recta AB euma
circunferéncia de centro O e raio 1 (os pontos O, A e B sdo
colineares; o ponto A pertence a circunferéncia).

Considere que um ponto P se desloca ao longo da semi-recta

AB , nunca coincidindo com o ponto A.
Os pontos R e S acompanham o movimento do ponto P, de tal
forma que as rectas PR e PS sdo sempre tangentes a
circunferéncia, nos pontos R e S, respectivamente. Seja o a
amplitude, em radianos, do angulo SOR (a.]0,n]).

a) Mostre que a area do quadrilatero [ORPS] ¢ dada, em

funcdo de a, por f(a) = tg (%)

b) Calcule lim f(«) e interprete geometricamente o

a—>n
resultado obtido.

c) Recorra a calculadora para determinar graficamente a
solugdo que lhe permite resolver o seguinte problema: Qual é
o valor de a para o qual a area do quadrilatero [ORPS] ¢ igual
a area da regido sombreada? Apresente todos os elementos
recolhidos na utilizacdo da calculadora, nomeadamente o
grafico, ou graficos, obtido(s), bem como coordenadas
relevantes, de algum, ou de alguns, ponto(s). Apresente o

valor pedido na forma de dizima, arredondado as décimas.
(Epoca especial)

Trigonometria - Exercicios saidos em exames (12° ano) - pag. 9 |




Internet: roliveira.pt.to ou sm.page.vu

(Exames Nacionais 2006)

51. Na figura esta representada uma esfera suspensa de um fio
com 1 metro de comprimento, fixo no ponto O.

§ ]

Y
\‘.__

P. ——...

O centro da esfera oscila entre os pontos A e B, que sdo
simétricos relativamente a recta vertical r. A recta r passa pelo
ponto O e ¢ perpendicular a recta OS. No instante inicial, o
centro da esfera coincide com o ponto A. Admita que, t
segundos apés esse instante inicial, o centro da esfera estd
num ponto P tal que a amplitude, em radianos, do angulo SOP

¢ dada (aproximadamente) por a(t) = 4 — % cos(9,81)

Nas duas alineas seguintes, ndo utilize a calculadora, a néo ser
para efectuar eventuais calculos numéricos.

a) Determine a distancia do centro da esfera a recta OS, no
instante inicial.

b) Determine o instante em que o centro da esfera passa
pela primeira vez na recta r. Apresente o resultado em
segundos, arredondado as décimas.

(1*fase)

52. Na figura esta representado, em referencial o.n. xOy, um
arco AB, que esté contido na circunferéncia de equacao
xX+y*=1.

y A

(7] C B x

O ponto C pertence ao eixo Ox e o segmento de recta [AC] é
perpendicular a este eixo. a é a amplitude, em radianos, do
angulo AOB. Qual ¢ a expressdo que da o perimetro da regido
sombreada, em fungdo de a?
(A) mxo+sen ot+cos o
(C) 1+a—sen a+cos o

(B) mxo+sen o+1—cos o

(D) 1+oa+sen a—cos o
(2*fase)

53. Como sabe, a Terra descreve uma Orbita eliptica em torno
do Sol. Na figura esta representado um esquema dessa Orbita.
Esta assinalado periélio, o ponto da orbita da Terra mais
proximo do Sol.

Na figura estd assinalado um angulo de amplitude X radianos
(x €[0,2x[) . Este angulo tem o seu vértice no Sol, o seu lado
origem passa no periélio e o seu lado extremidade passa na
Terra. A distancia , em milhdes de quilémetros, da Terra ao
Sol, é (aproximadamente) dada, em fungdo de X, por
d=149,6(1-0,0167cos X)

a) Sem recorrer & calculadora, a ndo ser para efectuar

eventuais calculos numéricos, determine a distdncia maxima e

a distancia minima da Terra ao Sol. Apresente os valores

pedidos em milhdes de quilometros, arredondados as décimas.
b) Sabe-se que X verifica a relagdo

27t
T

* 1 é o tempo, em dias, que decorre desde a passagem da Terra
pelo periélio até ao instante em que atinge a posi¢do
correspondente ao angulo X;

* T é o tempo que a Terra demora a descrever uma Orbita
completa (365,24 dias).

b;) Mostre que, para X = 7, se tem ¢ = % Interprete este

=12 —0,0167 sen x , em que

resultado no contexto da situagdo descrita.

b,) Sabe-se que a ultima passagem da Terra pelo periélio
ocorreu a uma certa hora do dia 4 de Janeiro. Determine a
distancia a que a Terra se encontrava do Sol, a mesma hora do
dia 14 de Fevereiro. Apresente o resultado em milhdes de
quiléometros, arredondado as décimas. Nos valores
intermédios, utilize, no minimo, quatro casas decimais.

Nota: a resolu¢do desta questdo envolve uma equagdo que
deve ser resolvida graficamente, com recurso a calculadora;
apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da
calculadora, nomeadamente o grafico, ou graficos, obtido(s),
bem como coordenadas relevantes de algum, ou de alguns,
ponto(s).

(2*fase)

. Na figura junta, estd representado o circulo
trigonométrico.

Os pontos A, B e C tém coordenadas (1,0), (0,1) e (0,-1),
respectivamente. O ponto P desloca-se ao longo do arco AB,
nunca coincidindo com o ponto B. Para cada posicdo do ponto
P, seja X a amplitude do angulo AOP, e seja f(X) a area do
triangulo [OPC]. Qual das expressdes seguintes define a

fungao f?
(A) senzx (B) COST (C) Sen r+cosx (D) Senr-cosx

(Epoca especial)

. Considere a expressao f(X)=A+Bcos(Cx). Sempre que se
atribuem valores reais positivos a A, B e C, obtemos uma
fun¢do de dominio R.
2
kel
uma expressdo do tipo indicado.

b) Num certo rio, existe um ancoradouro para atracagem de
barcos. A distancia do ancoradouro ao fundo do rio varia com
a maré. Admita que, num certo dia, a distdncia do

a) Prove que ¢ periodo de qualquer fungdo definida por

ancoradouro ao fundo do rio, z horas depois das zero horas

desse dia, pode ser modelada por uma fungao do tipo
f(X)=A+Bcos(Cx), com x € [0,24].
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Admita ainda que, no intervalo de tempo [0,24] :

* a distdncia maxima do ancoradouro ao fundo do rio ¢ de 17
metros, e a minima € de 11 metros;

* ocorrem apenas duas marés altas, uma as 0 horas e outra as
12 horas;

* ocorrem apenas duas marés baixas, uma as 6 horas e outra as
18 horas.

Justifique que, no modelo f(X)=A+Bcos(Cx), se tem C = %
(tenha em conta a alinea a) ¢ o facto de que ndo existe nenhum
periodo positivo inferior a %’5). Em seguida, determine os

valores de A e B (positivos) adequados ao modelo.
(Epoca especial)

(Exames Nacionais 2007)

54. Considere as fungdes f e @, definidas em R por

HOREE
definida em R por h(z) = f'(z) — g'(x)

Sem recorrer a calculadora, a ndo ser para efectuar eventuais
calculos numéricos, resolva os dois itens seguintes:
a) Mostre que a fun¢do h tem, pelo menos, um zero no

e g(x) = senz . Considere ainda a funcdo h,

intervalo ]0%[

b) Tendo em conta a), justifique que existe a 6]0,%[ tal

que as rectas tangentes aos graficos de f e g, nos pontos de

abcissa a, sdo paralelas.
(1*fase)

55. Seja  f:[0,27] > R a fungdo definida por
f(z) =3 —2cosz . Indique o valor de X para o qual f(x) é
maximo.

®o  ®I ©Or ®°F

(2*fase)

56. Na figura seguinte esta representada uma artéria principal
do corpo humano, cuja sec¢do ¢ um circulo com raio R, e uma
sua ramifica¢do, mais estreita, cuja sec¢do ¢ um circulo com
raio r.

A seccgdo da artéria principal tem area A e a da ramificagdo

tem area a. Seja 6 e]O,%[ a amplitude, em radianos, do

angulo que a artéria principal faz com a sua ramificacdo
(medida relativamente a duas geratrizes complanares dos dois
cilindros). Sabe-se que a = A~/cos@ . Admitindo que o

modelo descrito se adequa com exactiddo a situagdo real,
determine 6 no caso em que os raios referidos verificam a

relagdo R = Y2 r
(2" fase)

(Teste intermédio e exames Nacionais 2008)

57. Na figura esta representado o circulo trigonométrico.
F 1)
¥

Tal como a figura sugere, O é a origem do referencial, Q
pertence a circunferéncia, P ¢ o ponto de coordenadas (1,0) e
R ¢ o ponto de coordenadas (—1,0). A amplitude, em radianos,

do angulo POQ ¢ 57” Qual é o valor, arredondado as

centésimas, da area do tridangulo [OQR]?
(A) 0,39 (B) 0,42 (C) 0,46 (D) 0,49
(Intermédio 2)

58. Seja f a fungdo de dominio [—7, +oo[ , definida por:

ettt se ©>0
flz) = 3sen(x)
— = — Sse —mT<zr<0

X
Estude a fungdo f quanto a existéncia de assimptotas do seu
grafico, paralelas aos eixos coordenados, escrevendo as suas
equagdes, caso existam. (1*fase)

59. Na figura 4 estdo representadas duas
rectas paralelas, a recta AB (em que A ¢ B
sdo pontos fixos) e a recta s. O ponto S ¢
um ponto moével, deslocando-se ao longo
de toda a recta s. Para cada posi¢do do
ponto S, seja X a amplitude, em radianos,
do angulo BAS ¢ seja a(x) a area do
triangulo [ABS]. Apenas um dos seguintes
graficos pode representar a fungao a.
Numa composi¢do, explique por que razao
cada um dos outros trés graficos ndo pode
representar a fungdo a.

Fig. 4
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erateot Grafieo 2 a) Determine ¢'(0), recorrendo a defini¢do de derivada de
(J’ a ~
uma fun¢do num ponto.
b) Estude a monotonia da fungdo g, no intervalo ]0,%[,
i indicando o valor dos extremos relativos, caso existam, ¢ 0s
° w2 ¥ v L intervalos de monotonia.
(2*fase)
Grafico 3 Grafico 4

“ Seja a fungdo f, de dominio [—%,g], definida por

f(z) = cos(z) . Qual é o contradominio de f ?

V3
0.3

(A) [-1,0] (B) [0, 1] (C) [0, g] (D)

(Epoca especial)

(2*fase) Seja a funcdo f, de dominio [0, m], definida por

60. Considere a funcio g, de dominio R, definida por f(z) = 2sen(z) - cos(x) + 2. O grafico da fungdo f intersecta

g(x) = 2 + sen(4z) . Resolva, usando métodos analiticos, os |@ fecta y = 1 num s6 ponto. Determine, recorrendo

dois i . exclusivamente a métodos analiticos, as coordenadas desse
ois itens seguintes.

Nota: A calculadora pode ser utilizada em eventuais calculos ponto. (Epoca especial)

intermédios; sempre que proceder a arredondamentos, use P P

duas casas decimais.

Solugdes: 1.5 cm; 1/4 em 1/47; ~44,4cm/s; te[0,1/24[U]5/24,7/24[U]11/24,1/2] 2. m/4; ndo 3 log(-a%); 1 e +3 3.C 4.B;D

5.B 6.D 7.A 8.D 9.7m; 1°; {5,25,65} ¢ 5”’; 5m 10.C 11. {0,27/3,1t}; x=n/2 12. 12 km; 1t/6

13. A 15.B 16.w/4  17.0; 1 (quadrado) 18. f cont. em R\{0}; max=1+4/e 19. P,(51/6,-Y3/2);

cos(2x-5m/6)<y<sen(2x) A 0<x<n/3 20. triang . rect. e isdsc. 2l.m 22.D 23. 18h50m; 38 24.2031;229°

25.D 26.8 27.A 28. cont. direita; (0,7;0,5) 20. 1 30. +o0 31.A 32. [(5n-6\/3)/6,2n+2]; 3,8 33. x=%m; Y; 51/36

34. 4; crescente 35.A 36.2; n/6 ¢ 51/6; -1,03 37.A 38. y=1/3; In(3e); {0,1,4,5,6} 39.4;02 ¢ 1,4 40.1;1e-4

41.B 42.2;0em; /4 e 5n/4 43.sim  44.503;3,4;98;B 45.D 46.6;3,4 47. A 48.0,42

49. A 50. x=m e x=27 51. \/3/2; 0,5 52.D 53.152,1 e 147,1; 147,7 55.C 56. /3 57. A 58. x=0; y=0

59.2 60.4;1e3

El. +o0; 2,2 E2.B E3.14e3 E4.B ES. (3m/4,1)

/(4 trzgonome tria na [it@?’dtiﬁ’d (http://www.prof2000.ptiusers/roliveira0/Literat0.htm)

“Se tivesse colidido sob um dangulo diferente com a dura borda inferior, feria morrido.”
“(..)ndo bavia nenbuma |escarpal maior que a famosa El Capitan, que se ergnia a novecentos metros em angulo recto com o chio do vale”
ESAU, Philip Kerr

“Cada saliéncia, cada declive, ¢ uma armadilha reluzente.”’
O GLUTAO, Bernard Clavel

“Hubble avancou e descreven uma curva apertada com o sen Bentley antigo. Ficon em dngulo recto com a entrada do quartel dos bombeiros (_..)”
JOGO MORTIFERO, Lee Child

“E encoston o sen metro ¢ setenta e cinco de 0ssos e angulos a suavidade do metro e cinquenta de Margaret, desfazendo-se em lagrimas.”
LACOS DE SANGUE, Elaine Kagan

“As traves de carvalho estavam alisadas e bem combinados nos dngulos, cuidadosamente ajustados.”’
IVAN, O TERRIVEL, Alexei Tolstoi

“Apds terem coberto de vegetacio todos os centimetros quadrados do veiculo, de modo a torng-lo invisivel de todos os dngulos e do ar (...)”
O MARTELO DO PARAISO, Ken Follet

“O tiinel era estreito ¢ baixo, subindo num dngnlo agudo.”

“- Rode isso 180° em torno do eixo horigontal.”
A TLHA MALDITA, Douglas Preston e Lincoln Child

“As feitas rodavam em forno dos ogans e a assisténcia reverenciava o santo pondo as maos para eles, os bragos em dngulos agndos (...)”
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JUBIABA, Jorge Amado

(...) quando a figura magra e fatal se dobrou num dngulo (...)”
CONTOS, Eca de Queiroz
> (...) e aplicou pedagos de betume nos bragos do arame, que formavam éngulo recto com a cana.”
7 Seleccionon os trés parafusos em cansa, girou cada um deles noventa graus e empurron.”’
”Paron para determinar a localizacao exacta através do GPS: 36 %54’ E, 2593’ N.”
SOMBRAS SOBRE A BABILONIA, David Mason

O dngnlo do pdra-brisas e o mondtono movimento do limpa-péara-brisas tornavam dificil identificd-lo.” o
O CASO DO BEBE BRETT. Henry Denker

”Descendo a encosta com um declive de quarenta e cinco graus entre o planalto e a planicie mais abaixo, Rita iniciou o regresso a base tempordria.”’

" de acordo com o ponteiro, o ‘snowmobile’ estava virado para sul, uma mudanga de noventa grans em relagio d posicao em que estava antes de o gelo ter
sido abalado pelas ondas sismicas (...)

-Entao, o0 gelo deve ter girado um quarto de circnlo.”

O veicnlo deslizon, rodando trinta grans em torno do eixco com um estrépito dos esquis.”’

A DERIVA NO ARCTICO, Dean Koontz

O dngulo de entrada e a profundidade do ferimento significavam que 56 uma coisa podia acontecer, mas en sabia gue o5 nossos homens perderiam o animo
se 0 farad morresse.”’

O DEUS DO RIO, Wilbur Smith

” Imobilizon-se numa posicao neutra, embora o 270 ainda estivesse a subir, num dngulo de doze graus, a passar os seiscentos metros de altitude.”’
A dgua expelida precipiton-se tao rapidamente que o nariz, passou de um dngulo descendente para horizontal, para quatro graus de positivo.”
PANICO NO VOO 19, Robert P. Davis

(...) as perdiges sdo batidas primeiro para uma posigao onde as esperam os atiradores e depois para a mesma posicao, a partir da direccao oposta — entre
uma e outra ‘enxota’ |batida), os atiradores tém apenas de rodar 180 graus.”
(...) descoberta daguele auténtico Terreiro do Pago, cujo lado do fundo, a poente, era inteiramente preenchido pelo Paldcio de quatro andares, perfeito na
sua geometria rectangular. A fachada frontal era toda enr mdrmore, de tom rosa-acastanbado, enquanto que, fazendo dngulo recto com essa fachada, do
lado direito, nma elegante construgao caiada de branco (...)”

EQUADOR, Miguel Sousa Tavares

7 Se ficasse muito tempo, resistente ao passar das horas, a fixar aquela cabeca de passaro, aquele bico de langa, aquele elmo virado ao contrario, enquanto
desenbava no vdcno as suas diagonais, aflorando os pontos opostos da sua astigmdtica circunferéncia, seria vitima de uma ilusao fabulatoria, porgue o
Péndulo me faria crer que o plano de oscilacao cumpriria uma rotagio completa, voltando ao ponto de partida, em trinta e duas horas, descrevendo uma
elipse achatada — girando a elipse d volta do sen priprio centro com uma velocidade angular uniforme, proporcional ao seno da latitude.”
(...) e este segundo écran era a ocular de um periscdpio rudimentar, feito por assim dizer de dois caixotes juntos em dngulo obtuso (...)”
” Depois apertava-a pela cintura nas escolas de samba, quando até eu participava nas serpentes de bailarinos que desenhavam sinusdides ritmadas pelo
bater irresistivel dos tambores (...)”

O PENDULO DE FOUCAULT, Umberto Eco

A passagem de Antuco, sitnada na vertente vulcanica, a trinta e sete graus e trinta minutos, isto é, quase meio gran de diferenca do nosso rumo. Acha-se
apenas a mil toesas de altura (...)”
”Dai em diante tornou-se dificultuoso o caminbo, perigoso até. O dngulo dos declives abrin mais, as cornijas estreitaram, os precipicios profundaram-se de
um modo medonho.”
2 . A . . 7~ A . " .

Imagine-se a poténcia de uma massa do peso de muitos milhies de toneladas, arremessada com violéncia sempre crescente por um dngnlo de cinquenta
graus.”
I3 P . . g . . . . . . . ”

(...) 0 dngulo facial do indigena australiano é muito agudo e ignal ao do orangotango, isto é, tem sessenta a sessenta e dois graus.
O brigue den duas culapadas e ficou imdvel, adornando a estibordo com uma inclinagao de trinta graus.”
”Por meio do sextante tomon a altura meridiana do Sol acima do horigonte. Achon 68 ° e 30°. A distincia do Sol av 3énite era pois de 21 ° ¢ 30’ pois
que estes dois niimeros somados dio 90 graus.”

OS FILHOS DO CAPITAO GRANT, Jules Verne

- Sao, sem a menor ditvida, rampas de lancamentos destinadas a guiar um determinado projéctil numa trajectoria ascendente a um dngulo de trinta e cinco
graus.” .
A EQUACAO HIMMLER, William P. Kennedy

A imagem era a de um conpo humano. Estava completamente nu, ¢ a cabega fora retorcida cento e oitenta graus, ficando voltada para trds.”
”Vitoria obedecen, rodando trezentos e sessenta grans com os bragos levantados.”
?Vitoria continuava a rodar a folha, noventa graus de cada vez.”
ANJOS E DEMONIOS, Dan Brown
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O porco, que fazia com eles um angulo recto, foi agora libertado. Tenton imediatamente fugir, mas, amarrado como estava, apenas podia correr em
cirenlo.”
O FISICO, Noah Gordon

”De repente viu Fermina Daza no grande espelbo do fundo, sentada a mesa com o marido e mais dois casais, e num dngulo em que a podia ver reflectida
em todo o sen esplendor.”’
O AMOR NOS TEMPOS DE COLERA, Gabriel Garcia Marquez

1O rasto de luz] subia num dngulo muito inclinado, talvez, trinta e cinco on quarenta graus, e parecia estar a acelerar, embora isso seja dificil de afirmar,

por causa dos angulos e da auséncia de referéncias no pano de fundo. Mas se tivesse de estimar a velocidade, diria uns cem nds.”’

- E a que altitude ia o objecto, quando o reconbecen inicialmente, no seu rastro de luz ascendente?

- Nao sei dizer, a menos que saiba a distincia. A altitude ¢ o produto da distincia e do dngulo que parte do horizonte. Mera trigonometria.”’
CREPUSCULO FATAL, Nelson DeMille

7 Shamron puxon a fotografia de Bucareste para fora do alinbamento e colocon-a junto a de Londres. O mesmo dngulo, posicao de cabega, queixo
ligeiramente para a esquerda, obscurecendo-lhe metade do rosto.”
O CONFESSOR, Daniel Silva

> Com um ronco, a maquina girou noventa graus sobre si mesma e avangou como um tanque militar.”’

” A ponte do Goya era um cubo plexiglis situado dois niveis acima do convés principal. Dai, Rache tinha nma vista de 360 graus do mar negro em redor
( ),,

” A quinze milbas de distincia, ainda fora do alcance do radar, Delta-Um desvion abruptamente o [helicoptero| Kiowa do seu curso, trinta e cinco
graus para oeste.”’

A CONSPIRACAO, Dan Brown

O americano contemplon a fila de silenciosas fignras esculpidas em pedra anea, assentes em estruturas que bordejavam um jardim geométrico francés, cheio
de rectas e angulos.”
O CODEX 632, José¢ Rodrigues dos Santos

O professor: RobertOliveira
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