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21.a) Seja [ABC] um tridngulo
isésceles em que BA=BC. Seja a

a amplitude do angulo ABC.
Mostre que a éarea do tridngulo

—=2
[ABC] €é dada por £-xsena g c

(o € 10,m])
b) Considere agora um poligono regular de n lados, inscrito
numa circunferéncia de raio 1. Utilize o resultado anterior para

mostrar que a area do poligono é dada por A,=% x Sen (ZT”) .

c) Determine e interprete o valor de lim A..

n—+oo

(Prova Modelo)

22. Qual das afirmac0es seguintes é verdadeira?
(A) lim senx=0 (B) lim sen x=+w

X—>+0w0 X—>+x0

(C) Lim senx=1

X—>+0

(D) N&o existe lim sen X

X—>+0

(13%chamada)

23. No presente ano civil, em Lisboa, o tempo que decorre
entre o nascer e o pér do Sol, no dia de ordem n do ano, é dado
em horas, aproximadamente, por

f(n)=12,2+2,64 sen ”(’118_381) ,ne{1,2,3,...,.366} (0 argumento da

funcdo seno esta expresso em radianos).

a) No dia 24 de Marco, Dia Nacional do Estudante, o
Sol nasceu as 6 e meia da manha. Em que instante ocorreu o
por do Sol? Apresente o resultado em horas e minutos
(minutos arredondado as unidades).

Notas: recorde que, no presente ano, 0 més de Fevereiro teve
29 dias; sempre que, nos célculos, proceder a
arredondamentos, conserve, no minimo, 3 casas decimais.

b) Em alguns dias do ano, o tempo que decorre entre o
nascer e 0 por do Sol é superior a 14,7 horas. Recorrendo a sua
calculadora, determine em quantos dias do ano é que isso
acontece. Indique como procedeu.

(1%chamada)

24. Um satélite S tem
uma Orbita eliptica em
torno da Terra, tal como se
representa na  figura.
Tenha em atencdo que 0s
elementos nela
desenhados ndo estdo na
mesma escala. Na elipse, estdo assinalados 2 pontos: o
apogeu, que é o ponto da orbita mais afastado do centro da
Terra; 0 perigeu, que € o ponto da érbita mais préximo do
centro da Terra.

O angulo x, assinalado na figura, tem o seu vértice no centro
da Terra; o seu lado origem passa no perigeu, o seu lado
extremidade passa no satélite e a sua amplitude esta
compreendida entre 0 e 360 graus. A distancia d, em km, do
satélite ao centro da Terra, é dada por

- 7820 H A H
d= 1507005 - CoONsidere que a Terra € uma esfera de raio

6378 km.

a) Determine a altitude do satélite (distancia a superficie
da Terra) quando este se encontra no apogeu. Apresente o
resultado em km, arredondado as unidades.

b) Num certo instante, o

satélite estd na posicdo indicada
na figura.
A distancia do satélite ao centro
da terra é, entdo, de 8200 km.
Determine o valor de x, em graus,
arredondado as unidades.

(2%chamada)

25. Considere a funcéo h definida em R por h(x)=senx. Qual
das seguintes equacdes pode definir uma recta tangente ao
gréafico de h?
(A) y=2x+n
(C) y=V2 x-9

(B) y=-2

(D) y=x
(28fase)

26. Considere a funcdo f, de dominio R, definida por
f(x)=2x-cos x

a) Recorrendo ao Teorema de Bolzano, mostre que a
funcdo f tem, pelo menos, 1 zero, no intervalo 10,x][.

b) Sejaf'a funcdo derivada de f. Mostre que
f'(X)>0, VxeR, e justifique que o zero de f, cuja existéncia €
garantida pelo enunciado da alinea anterior, é o Unico zero
desta funcéo.

c) Na figura abaixo estdo representadas: parte do
grafico da funcéo f; parte de uma recta r, cuja inclinago é 45°,
que contém o ponto A(-3,0) e que intersecta o grafico da
funcéo f no ponto B.

Recorrendo a sua calculadora, determine a area do tridngulo
[AOB], onde O designa a origem do
referencial. Apresente o resultado ¥ /,

arredondado as unidades.
(28fase)
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27. Indique o valor de lim —2*
x—0*
A (B0 ()1 (D) +e0
(Prova Modelo)

28. Considere a funcédo h, de dominio R, definida por
*l se x <0

h(x)=7 +sex=0

sen x

2—sex>0
X

28.1. Utilizando métodos exclusivamente analiticos,
resolva as 2 alineas seguintes:

a) Estude a fungdo h quanto a continuidade no ponto 0.
(Deve indicar, justificando, se a fungdo h é continua nesse
ponto e, no caso de ndo ser, se se verifica a continuidade a
esquerda, ou a direita, nesse mesmo ponto.)

b) Considere a funcéo j, de dominio R\{0}, definida por
1

I0)= 5
Mostre que, no intervalo [-1,1000x], os gréaficos de j e de h se
intersectam em 1001 pontos.

28.2. Dos 1001 pontos referidos na alinea anterior, seja A
0 que tem menor abcissa positiva. Determine as coordenadas
desse ponto (apresente os valores na forma de dizima, com
aproximacao as décimas).

(Prova Modelo)

29. Considere a funcéo f, de dominio R, definida por
x + 3sen %

In(e™ +4)

a) Sabe-se que existe lim f(x) e que o seu valor é um
X—>+00

f(x)=

namero inteiro. Recorrendo a sua calculadora, conjecture-o.
Explique como procedeu.
b) Serd conclusivo, para a determinacdo do valor de

lim f(x), um método que se baseie exclusivamente na

X—>+00

utilizacdo da calculadora? Justifique a sua resposta.

(Prova Modelo)

30. Na figura esta
representada uma piramide
quadrangular regular.
Sabe-se que: a base da
piramide tem centro F e lado 2;
G é o ponto médio da aresta
[BC]; x designa a amplitude do
angulo FGE.

a) Mostre que a area total G
da piramide é dada, em funcéo 4 B
de x, por A(X)= M

cos x

(xe 10,7/2[)

b) Calcule lim A(x) e interprete geometricamente o

X%
valor obtido.
(18 chamada)

31. Na figura estdo

representados, em referencial o.n. ¥
xQy: um quarto de circulo, de

centro na origem e raiol; uma A
semi-recta paralela ao eixo Oy,
com origem no ponto (1,0); um
ponto A pertencente a esta semi-

Hy

recta; um angulo de amplitude a, &
cujo lado origem € o semieixo o J 1
extremidade é a semi-recta AO.

Qual das expressfes seguintes da

positivo Ox e cujo lado
a area da regido sombreada, em funcéo de a.?

A F+% @ gy
C) n+4 O mn+
(22 chamada)

32. Na figura esta representado
o grafico da funcdo f, de
dominio [0,2x], definida por
f(x)=x+2cosx

A e B sdo pontos do grafico
cujas ordenadas sdo extremos
relativos de f.

32.1. Sem recorrer a calculadora, resolva as 2 alineas
seguintes.

a) Mostre que a ordenada do ponto A é Lg\/g

do ponto B é W.

e que a

b) Qual é o contradominio de f?

32.2. Considere a recta tangente ao gréafico de f no ponto
A. Esta recta intersecta o grafico num outro ponto C.
Recorrendo a calculadora, determine um valor aproximado
para a abcissa do ponto C (apresente o resultado arredondado
as décimas). Explique como procedeu (na sua explicagdo,
deve incluir o gréfico, ou graficos, que considerou para

resolver esta questdo).
(22 chamada)

33. Considere a funcéo f, de dominio ]-w,x[, definida por

f(x)= +<9SL_  Sem recorrer a calculadora, resolva as 3
1+coszx

alineas seguintes.

a) Estude a funcdo quanto a existéncia de assimptotas do
seu grafico.

b) Mostre que a funcdo f

5 / tem um méximo e determine-o.
gg\ c) Na figura  esta
representada, em referencial o.n.
i “'\' X0y, uma parte do grafico da
funcdo f. Na mesma figura esta
também representado um trapézio [OPQR]. O ponto O é a
origem do referencial, e 0s pontos P e R pertencem aos eixos
Ox e Qy, respectivamente. Os pontos P e Q pertencem ao
grafico de f. Sabendo que o ponto R tem ordenada 1/3,
determine a area do trapézio.

(22 fase)
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34. Na figura esta representado um quadrado [ABCD], de
lado 1.

D C
i

X
A E I

O ponto E desloca-se sobre o lado [AB], e o ponto F desloca-
se sobre o lado [AD], de tal forma que se tem sempre
AE = AF . Para cada posicdo do ponto E, seja x a amplitude
do &ngulo BEC (xe]n/4,n/2]).
Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, resolva as 3
alineas seguintes:

a) Mostre que o perimetro do quadrilatero [CEAF] é

dado, em funco de X, por f(z) =2 - tg% + %.

b) Calcule lim f(z) e interprete geometricamente o
%"

valor obtido.

c) Mostre que f'(z)= 2_2% e estude a fungo
Sen~-xr

quanto a monotonia.
(18 chamada)

35. Na figura estdo representados, em referencial o.n. xOy, 0
circulo trigonométrico e um triangulo [OAB].

yl\

B

Os pontos A e B pertencem a circunferéncia; o segmento [AB]
é perpendicular ao semieixo positivo Ox; o ponto C é o ponto
de interseccéo da circunferéncia com o semieixo positivo OXx.
Seja oo a amplitude do angulo COA (0.€0,n/2[). Qual das
expressdes seguintes da a area do tridngulo [OAB], em funcéo
de o?

(A) seno.-cosa. tgar-cos a

(B)
(D)

tga-sena

(C) tgo-sena.
(22 chamada)

36. De uma funcdo f, de dominio [-m,n], sabe-se que a sua
derivada f ~ estd definida igualmente no intervalo [-n,%] e é
dada por f"(x)=x+2cos X

a) Utilizando métodos
resolva as 2 alineas seguintes:

exclusivamente  analiticos,

al) Determine o valor de lim w
z—0
a2) Estude a funcdo f quanto as concavidades do seu
grafico e determine as abcissas dos pontos de inflexao.
b) O gréafico de f contém um Unico ponto onde a recta
tangente é paralela ao eixo Ox. Recorrendo a sua calculadora,
determine um valor arredondado as centésimas para a abcissa

desse ponto. Explique como procedeu.
(22 chamada)

37. Considere uma circunferéncia de centro C e raio 1,
tangente a uma recta r. Um ponto P comega a deslocar-se
sobre a circunferéncia, no sentido indicado na figura.
Inicialmente, o ponto P encontra-se a distancia de 2 unidades
darectar.

Seja d(o) a distancia de P a r, apds uma rotagdo de amplitude
o.. Qual das igualdades seguintes é verdadeira para qualquer n°
real positivo a.?

(A) d(o)=1+cosa
(C) d(a)=1-cosa

(B) d(a)=2+sena.
(D) d(c)=2-sena.
(22 fase)

38. Considere as funcdes f e g, de dominio R, definidas por
f(x)=%+2e"  g(x)=2sen x-cos x
a) Utilize métodos exclusivamente analiticos para
resolver as 2 alineas seguintes:
al) Estude a funcéo f quanto a existéncia de assimptotas
paralelas aos eixos coordenados.
a2) Resolva a equacdo f(x)=g(n), apresentando a
solucdo na forma In(ke), onde k representa um n° real positivo.
b) Recorrendo a calculadora, determine as soluces
inteiras da inequacdo f(x)>g(x), no intervalo [0,2x]. Explique
como procedeu.
(22 fase)
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39. Na figura esta representado a sombreado um poligono
[ABEG].
G F

A 2 B

Tem-se que: [ABFG] é um quadrado de lado 2; FD é um arco
de circunferéncia de centro em B; o ponto E move-se ao longo
desse arco; em consequéncia, o ponto C desloca-se sobre o
segmento [BD], de tal forma que se tem sempre

[EC]L[BD]; x designa a amplitude, em radianos, do &ngulo
CBE, x € [0,n/2]

a) Mostre que a area do poligono [ABEG] é dada, em fungéo
de x, por A(x)=2(1+senx+cosx)

Sugestédo: pode ser-lhe Gtil considerar o trapézio [ACEG]

b) Determine A(0) e A(r/2). Interprete geometricamente cada
um dos valores obtidos.

c) Recorra a calculadora para determinar graficamente as
solucBes da equacdo que lhe permite resolver o seguinte
problema:

Quais sdo os valores de x para os quais a area do poligono
[ABEG] é 4,3?

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da
calculadora, nomeadamente o gréfico, ou gréficos, obtido(s),
bem como coordenadas relevantes de alguns pontos.
Apresente os valores pedidos na forma de dizima,
arredondados as décimas.

(12 chamada)

40. Considere a expressdo f(x)=a+bsen’x. Sempre que se
atribui um valor real a a e um valor real a b, obtemos uma
funcéo de dominio R.

a) Nesta alinea, considere a=2 e b= -5. Sabe-se que tg6=1/2.

Sem recorrer a calculadora, calcule f(6).
b) Para um certo valor de a e um
certo valor de b, a funcéo f tem o
seu grafico parcialmente
representado na figura junta.

Conforme essa figura sugere,
tem-se: o contradominio de f é [-
3,1]; 0 e = e sdo maximizantes; -
n/2 e ©/2 s&o minimizantes.
Determine a e b.

(22 chamada)

41. Na figura estd _

representado um B_10 ¢

trapézio rectangulo T,n

[ABCD], cujas bases =

tém 10 e 30 unidades L X

de comprimento e a A 30 D

altura tem 10 unidades

de comprimento.Considere que um ponto P se desloca sobre o
lado [AB]. Para cada posi¢do do ponto P, seja x a amplitude,
em radianos, do angulo PDA. Pretende-se determinar o valor
de x para o qual o segmento [PD] divide o trapézio em 2
figuras com a mesma &rea. Qual das equagdes seguintes traduz
este problema?

307 sen =z 30% g

e = 100
w 2z @

3legsenz — 150 30*1;“51 — 150
(©) (D)

(22 fase)

42. Considere a fungéo f, de dominio [-n/2,3n/2], definida por
f(x)=x+sen x. Sem recorrer a calculadora, resolva as 3 alineas
seguintes.

a) Utilizando a definicdo de derivada de uma funcdo num
ponto, calcule f “(0).

b) Estude a funcdo f quanto ao sentido das concavidades do
seu grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexdo.

c) Determine os valores de x, pertencentes ao intervalo
[-7/2,3n/2], tais que f(x)=x + cos X.

(22 fase)

43. A Rita esta a participar num concurso de lancamentos de
papagaios de papel. No regulamento do concurso, estdo as
condicBes de apuramento para a final, que se reproduzem a
seguir.

Apds um certo instante, indicado pelo juri:

- 0 papagaio ndo pode permanecer no ar mais do que um
minuto;

- 0 papagaio tem de permanecer, pelo menos durante 12
segundos seguidos, a uma altura superior a 10 metros;

- 0 papagaio tem de ultrapassar 0s 20 metros de altura.

Admita que a distancia, em metros, do papagaio da Rita ao
solo, t segundos apos o instante indicado pelo juri, é dado por
d(t)=9,5+7sen(t/200)+5cos(t/4)

(os argumentos das fungdes seno e co-seno estdo expressos em
radianos).

Note-se que, a partir do instante em que o0 papagaio atinge o
solo, a distancia deixa de ser dada por esta expressdo, uma vez
que passa a ser (naturalmente) igual a zero.

Devera a Rita ser apurada para a final?

Utilize a calculadora para investigar esta questdo. Numa
pequena composic¢do, com cerca de 10 linhas, explicite as
conclus@es a que chegou, justificando-as devidamente. Inclua,
na sua resposta, os elementos recolhidos na utilizacdo da
calculadora: gréficos e coordenadas de alguns pontos
(coordenadas arredondadas as décimas).

(22 fase)
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44. A figura 1 representa um dep6sito de forma cilindrica,
que contém um certo volume de um combustivel.

B B
Figura 1 Figura 2

Admita que a funcdo V, de dominio [0,2xr], definida por
V/(x)=80(x-senx), da o volume, em metros culbicos, de
combustivel existente no depdsito, em funcdo da amplitude x,
em radianos, do arco ABC (que, como se sabe, é igual a
amplitude do &ngulo ao centro correspondente, assinalado na
figura 2).

a) Qual é a capacidade total do depésito, em metros
cubicos? Apresente o resultado arredondado as unidades.
Nota: se, nos célculos intermédios, proceder a
arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas decimais.

b) Recorra a calculadora para determinar graficamente a
solucdo da equacdo que lhe permite resolver o seguinte
problema: Qual tera de ser a amplitude, em radianos, do
arco ABC, para que existam 300 m® de combustivel no
deposito? Apresente todos os elementos recolhidos na
utilizacdo da calculadora, nomeadamente o gréfico, ou
graficos, obtido(s). Apresente o resultado na forma de
dizima, arredondado as décimas.

c) Determine, em metros cubicos, o volume do combustivel
existente no deposito, no momento em que a sua altura é ¥
da altura maxima.

Apresente 0 resultado arredondado as
unidades.

Nota: se, nos calculos intermédios, proceder
a arredondamentos, conserve, no minimo,
trés casas decimais.

d) Admita agora que o depdsito esta vazio e que, num certo
instante, se comega a introduzir combustivel a uma taxa
constante, até ficar cheio, o
que acontece ao fim de cinco
horas.

Seja h(t) a altura do
combustivel no dep6sito, t
horas apés o instante em que A
comegca a ser introduzido.
Qual dos graficos seguintes pode ser o da fungdo h?

Numa pequena composi¢éo, com cerca de dez linhas, indique
as razdes que o levam a rejeitar os restantes graficos (indique

trés razBes, uma por cada grafico rejeitado).
(A) (B)
it hA

(€) (B)

!
(2@ fase)

45. Na figura estd representada parte do grafico de uma
funcéo periddica.

Qual dos valores seguintes podera ser periodo desta funcao?
(A)n/9 (B)2n/9 (C)2n/3 (D) 4n/3
(22 fase)

46. Duas bolas de plastico com 0 mesmo raio, uma branca e
outra preta, flutuam na superficie de um liquido contido num
recipiente. Por accdo de uma forca exterior, o liquido perdeu
0 estado de repouso em que se encontrava, tendo a distancia
de cada uma das bolas a base do recipiente deixado de ser
constante.
Designando por b(t) e p(t) as distancias, em c¢cm, dos centros
das bolas (branca e preta, respectivamente) a base do
recipiente, t segundos ap6s o inicio da perturbacdo, admita
que se tem: b(t)=10+e*sen(xt), t=0
p(t)=10-1,37esen(xt), t=0
O a) Sem recorrer a
T calculadora, resolva

.T e

seguinte

b)) problema:
PO Durante 0s
l l primeiros cinco
segundos apds o

inicio da perturbacdo (instantes 0 e 5 incluidos), houve alguns
instantes em que as duas bolas estiveram a igual distancia da
base do recipiente. Quantas vezes isso aconteceu?

b) Determine a distancia que vai do centro da bola branca ao
centro da bola preta, meio segundo apdés o inicio da
perturbacdo, sabendo que, nesse instante, a distancia entre as
respectivas projecgdes horizontais (na base do recipiente) é
de 2,5 cm. Apresente o resultado em cm, arredondado as

décimas.

Nota: sempre que, nos
calculos intermédios,
proceder a

arredondamentos,
conserve, no minimo,

duas casas decimais.
(22 fase)

s ©

|<—2,5 cm —>|
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