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Teste N.° 3
Matematica A
Duragéo do Teste: 90 minutos
11.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°  Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgéo correta. Escreva, na folha de

respostas, o numero do item e a letra que identifica a opg¢ao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagbes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao,

apresente sempre o valor exato.
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1. Na figura estdo representados, num referencial o.n.

circunferéncia trigonométrica e o trapézio [ABCD].
Sabe-se que:
e 0 ponto E tem coordenadas (1, 0);

e areta r é tangente a circunferéncia no ponto E;

e 0 ponto A pertence ao quarto quadrante e a circunferéncia;

e o ponto B é o ponto de intersecéo da reta r com a semirreta 04;

D A
e 0 ponto C é o ponto do eixo Oy com ordenada igual a do ponto B;
e o ponto D é o ponto do eixo Oy com ordenada igual a do ponto 4;
e o & a amplitude, em radianos, do &ngulo orientado que tem por c B

lado origem o semieixo positivo Ox e por lado extremidade a

semirreta 0A, a € ]37“,211[.

1.1. Mostre que a area do trapézio [ABCD] pode ser dada,

1
E(senacoscx —tga)

1.2. Para uma certa posigao do ponto 4, sabe-se que cos(—a) = -

Oxy, a

>
>

v

r

em funcgao de «, pela expressao:

4
5

Sem recurso a calculadora, determine, para essa posigao do ponto A, o valor exato da

area do trapézio [ABCD]. Apresente o resultado sob a forma de fragao irredutivel.

1.3.

limitado pelos raios [OE] e [0A] e pelo arco maior EA,

representado a tracejado na figura ao lado.

Determine,

calculadora, o valor de «a, arredondado as centésimas, para

o qual a area do trapézio [ABCD] ¢é igual a area do setor

circular representado a tracejado na figura ao lado.

Na sua resposta:

e apresente uma equacgédo que lhe permita resolver o

problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s)

fungéo(des) visualizado(s)
a equagao,

permite(m) resolver

Considere o setor circular de angulo ao centro de amplitude «,

recorrendo as capacidades graficas da

na calculadora que

e apresente as

>
»

da(s)
Ihe

coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) arredondadas as centésimas.
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2. Na figura esta representada parte do grafico de uma fungéo periddica.

A

Qual dos valores seguintes € o periodo positivo minimo desta fungéo?

(A) ; (B) > (€)m (D) 2

3. Na figura estao representados, num referencial ortonormado y
Oxy, uma circunferéncia, a reta t tangente a circunferéncia e o t
triangulo [ABC].
Sabe-se que:

e a circunferéncia tem centro C e pode ser definida pela

condigdo x2 + (y — 4)? = 16; B) B\

e 0 ponto A pertence a circunferéncia, encontra-se no 1.°

quadrante e tem ordenada 5;
e aretat é tangente a circunferéncia no ponto 4;

e 0 ponto B & o ponto de intersec¢ao da reta t com o eixo das abcissas.

Resolva as alineas seguintes, recorrendo a processos exclusivamente analiticos.

A calculadora pode ser usada para eventuais calculos numéricos.

3.1. Seja P o ponto pertencente ao segundo quadrante tal que:
e asua ordenada é igual a 2;

¢ a amplitude, em radianos, do angulo OCP ¢ igual a g .

Determine o valor exato da abcissa do ponto P.

3.2. Determine o valor exato da area do tridngulo [ABC].

b
Apresente o resultado na forma % a,b,c €N,
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4. Uma mola esta suspensa por uma extremidade no tampo de uma mesa, tendo na Bl =
outra extremidade uma esfera, como sugere a figura. Apos ter sido alongada na
vertical, a mola inicia um movimento oscilatério no instante t = 0.

Admita que a distancia, h, em centimetros, do centro dessa esfera ao tampo dessa

/'/—\'
4

mesa é dada em cada instante t (em segundos) por:

h(t) = 3 + 2cos(mt + ), com t € [0, 4]
O argumento da fungéo cosseno esta em radianos. Seja M a distdncia maxima do centro dessa
esfera ao tampo da mesa e seja m a distancia minima do centro dessa esfera ao tampo da mesa.
A amplitude A da oscilacdo da esfera é dada por A = M — m.

Recorrendo a métodos analiticos, determine o valor de 4, em centimetros.

5. Na figura esta representado, em referencial o.n. Oxyz, um cone
reto de vértice VV e base de centro no ponto A.
Sabe-se que:

e 0 ponto VV tem coordenadas (0, 0, 6);
e 0 volume do cone ¢ igual a ZST“ unidades de volume;

¢ a base do cone esta contida no plano definido por

—2x—3y+6z+13=0.

5.1. Qual das seguintes equagdes define uma reta estritamente

paralela ao plano que contém a base do cone e que passa

no ponto VV?
(A) (x,y,z) =(0,0,6) + k(—2,—-3,6),k € R (B) (x,y,2z) =(0,0,6) + k(6,0,-2),k € R
(C) (xry: Z) = (_61 _4: 2) + k(3l 2; 2)' keR (D) (x'yr Z) = (_61 _4r 2) + k(3l 4: 3):k ER

5.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora. Determine o valor do raio da base do cone.

6. Considera a sucessao (v,) definida por v, = —"(J’_Zl‘;fl‘?’_

Qual das seguintes proposi¢oes é verdadeira?
(A) (v,) € mondtona. (B) (v,) ndo é limitada.

(C) (v,,) é convergente para 0. (D) lim v, = 40

_ 3 o (1" se n<4
7. Seja (a,) a sucessao definida por a,, = { z::za se n>4

Mostre que a sucesséo (a,,) € limitada.
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8. De uma progressao aritmética (u,), sabe-se que:
o u; =75;
* 3wy =4uy;

e asomados p (p € N) primeiros termos de (u,,) é igual a 45.

Determine o valor de p, sem recorrer a calculadora a nao ser para efetuar eventuais célculos

numeéricos.

9. O limite da sucesséo de termo geral u,, =1 + i3 + % Food— &

V3 V3)"
(A) +oo (B) 0 (c) 2~ (D) =0
10. Na figura ao lado esta representada, num referencial o.n. Oxy, 4
parte do grafico de uma fungéo f, de dominio ]—1, 3[. £l

Sabe-se que:
e f(1)=-4

e areta de equagdo x = 1 é assintota ao grafico de f.

10.1. Seja (x,) uma sucess&o tal que lim(f(x,)) = +o.

Qual das expressdes seguintes pode ser o termo geral da

sucessao (x,)?

@2 @ (©-1+% D) +m

n+1 n+3

10.2. Considera as seguintes sucessodes e os respetivos termos gerais.

_n%+3 (_1)2n
an_n2+2 bn:3_ﬁ cp,=—-1+ 3
Determina, se existir, o valor de lim(f (a,)), lim(f (b,)) € lim(f (c,)).

Fim
COTAGOES
Item
Cotagéo (em pontos)
11./1.2.113.| 2. [31.(3.2. | 4. |51.|52. | 6. | 7.8 |9.(10.1.]10.2. | TOTAL
15 | 15 | 15 10| 15 | 15 |[15| 10 | 15 |10 |15 |15|10| 10 15 200
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TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

1.1.A<cosa ,s&rg;) B(l,tga) C(O,tg(x) D(0,sena)
+ - =z S
Apascp) = E;ﬁ x DC =
cosa+1

=Tx(—tga+sena)=

1
= E(cosa+1)(sena—tgoc)=
= %(cosasena—cosatga + sena—tga) =
1
= E(COSO(SEIIO(—SGHO( + sena—tga) =

= %(sen acosa —tga)

4 4
1.2. cos(—a) = Secosa=c

2 2 2 16
sen“a + cos“a =1¢< sen 0(+E=1

2 9
& sen“a = —
25

3
@sena=i§

Comoae]%n,Zn[,sena=—%.
—_5__72
tga = 7} =-2
5

L e 1( 3 4+3)
9 - ==|—=X= - =
5(senacosa —tga) =5 (- X+
1( 12 3
=3 (-5%+3)=
1. 27
—x ==
27100
27
200
2 2
1.3. Asetor circular= % = (D;l = %
o 3m
2 —tga)=5; - <a<2
Z(SenO(COSO( g ) = S o -
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Usando x como variavel independente:

fikx) = %(Senxcosx —tgx) jE)) =§

245

1(4,91; 2,45)

Assim, o =~ 4,91.

2. Opcao (C)
5T T[_4-T[_
4 4 4 "

3. x2 4+ (y — 4)? = 16 representa a circunferéncia de centro em C(0, 4) e raio 4.

3.1. Seja P(a,2) tal que OCP = g = (ﬁ) = g

==, CcO-CP g1 8 . o
cos(CO,CP) = — —__ocos(=) = Calculos auxiliares
(c0.27) llcoll < jcP| S 4xVa? +4 . T0=(0,-4)
1 2 —
3T Varea * |lcof =4
eVZtad=4 e CP =(a,2)-(0,4) =
. . = (a,—Z)
& a? + 4 = 16, pois os dois membros
e |ICP||= Vaz +4
da equacdo anterior —
e CO-CP=0+8=8
s&0 ndo negativos.

oa? =12
oa=+2V3

Como P pertence ao 2.° quadrante, entéo a = —2+/3.

A abcissa do ponto P é igual a —2v/3.
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3.2. A(x4,5)
) + (5-4)2=16 & (x)2 =15 x, = +V15

Como A pertence ao 12 Q, entdo x, = V15.
AC = (0,4) — (V15,5) = (-V15,-1)

1 V15
mAC_\/E_ 15
mt=—\/ﬁ

t: y= —V15x +b
Como A(V15, 5) pertence a reta, vem que:
5= —VI5x VI5+be5+15=b & 20=b

t: y= —v15x + 20

B (', 0)
, , 20
0=—V15b +20 &b =—
V15
ob :20\/E
15
b = %ﬁ Calculos auxiliares
15 = (Y15 o) — = (V5 _
B ("5, o) s AB=(0) - (I5) = (5)
1Bl = [ — [80_ 415
a0xAB _ rx|AB| _ E eyiE o [l4Bll = 5 +25 \/Z 3
A = =, = =5 ua

4. O argumento da fungdo cosseno toma valores de um intervalo com amplitude superior a 2.
O contradominio da fungao definida por y = cos(nit + 1) € [—1, 1].
O contradominio da funcao definida por y = 2 cos(mt + m) é [-2, 2].
O contradominio da fungao definida por y = 3 + 2 cos(mit + 1) € [1, 5].
Logo,A=5-1=4.

5.1. Opcao (C)
Sabemos que 7i(—2,—3,6) é um vetor normal ao plano da base do cone.

Se areta é paralela ao plano, qualquer vetor diretor da reta tera de ser perpendicular a qualquer
vetor do plano.
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Assim:
e (—2,—3,6) € um vetor diretor da reta definida em (A), o que exclui esta op¢éao;
o (—2,-3,6)-(6,0,—2) =—-12—-12 = —24 + 0, o que exclui a op¢ao (B);
e (-2,-3,6):(3,2,2)=—6-6+12=0
(0,0,6) = (—6,—4,2) + k(3,2,2)

0=-6+ 3k k=2
0= —4+2k @{kzZ@kzZ
6 =242k k=2

Assim, (C) é a opgéo correta.
e (=2,-3,6):(3,43)=—-6-12+18=0
(0; 0! 6) = (_6! _41 2) + k(3l 4! 3)

0=-6+3k (k=2
0= —4+4k k= 1 Condigao impossivel.
6=2+3k k=3

A reta definida na opgéo (D) ndo contém o ponto V, o que exclui essa opgao.

5.2.V,: (x,y,z) =(0,0,6) + k(—2,—-3,6),comk € R
(—2k,—3k,6 + 6k),com k € R

Ponto genéricodeVy

—2(—2k) —3(=3k) + 6(6 + 6k) + 13 = 0 < 4k + 9% + 36 + 36k + 13 =0

< 49k = —49
ok=-1
A(2,3,0)
AV = (0,0,6) — (2,3,0) = (—2,—3,6)
h=|4av||=V4+9+36=7

1 281
§><11><r2><7=T oTlri=28or’=4or=+2

Comor > 0,entdor = 2.
6. Opcao (B)

Podemos definir a sucesséao (v,,) desta forma:

_{—n—2023 se n éimpar
" | m+2023 se népar
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Temos que:

o v, =-2024
e v, =2025
o vy =-2026

Como v, < v, e v, > vg, entdo (v,) € ndo mondtona.

Vejamos se (v,,) € limitada:

(v,) é limitada se existir um ndmero real L tal que vn € N, |v,| < L.

Seja L um numero qualquer:

n+ 2023
="

Existe uma infinidade de numeros naturais (qualquer nimero superior a L — 2023) que nao satisfazem

|vn|SL(:>| SLen+2023<Len<L-2023

a condicdon < L — 2023, logo (v,) néo é limitada.

lim(n + 2023) = +o0 e lim(—n — 2023) = —, logo nao existe lim v,,.

7. Paran <4 —-1< an <1 Calculo auxiliar

Paran>4:an=2—L 2n+3 n+2
n+2

Tem-se que: —2n—4 2
n>4<:>n+2>6<:>;<1<:>— ! >—l =
n+2 6 n+2 6
@2—% %

Por outro lado, para todoon € N:

1 1
nt2 0 TR0l

11

Podemos concluir que, para n > 4 , tem-se que —<ap< 2.

Logo, —1<a, <2,VneN, ou seja, (a,) é limitada.

8.us=5©u, +4r=>5
3uy =4u; © 3wy +10r) = 4(uy + 6r) © 3uy + 30r = 4uy + 24r
S 6r =uy
Assim:

{u1+4r=5@{6r+4r=5@ r=%
u, = 6r -

u1=3

O termo geral da sucesséo (u,) éu, =3+ n—-1) x % = %n + g

1 5
U, == =
P 2p+2
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sp=45@%xp=45@3+°'52—”+“><p=90

< (554 0,5p)p =90
& 0,5p% +5,5p—90 =0

op?+11p—180=0

—11+,/121 — 4 x (—180)
Sep = 5

-11+29
eP=—p —

©p=-20 Vp=9

Comop € N, entdaop =9.

9. Opgao (C)

1 1 1 . . .
1+—=+5++ == representa a soma dos n+1 primeiros termos consecutivos de uma

v (A"

~ fye . . . ;. ~ 1
progressao geométrica cujo primeiro termo é igual a 1 e a razéo é Nt

Assim, podemos escrever (u,) da forma:

1_(\%)1“1 B 1_(\%)1”1

V3-1 3-1 2

n+1
1‘(\/%) 1-0 _ V3 _ VB(/3+1) _3+V3
1

10.
10.1. Opcao (B)
lim f(x) = +oo
x—-1

Se lim(x,) = 17, entdo lim f (x,,) = +oo.

Assim:
. n+2 . n+l+l . 1
e lim=E = |imZ =11m(1 +_)=1+
n+1 n+1 n+1
. n+2 . n+3-1 . 1 _
e lim=E = |imZ =11m(1——)=1
n+3 n+3 n+3

o lim(—l +zi") =-1*

e lim (n? +/n) = +o
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n?42+1
nz+2

=lim(1+n1 )=1+.

10.2. limf(a,) = lim_f(x) = —6, pois lima, = lim
x—1

lim £ (by) = lim f(x) = 0, pois lim by, = lim (3- Jiﬁ) =3

. . - . -1)2" . 1
limf(c,) = lim f(x) = =5, pois lim¢, = lim (—1 + & ) = lim (—1 +F) =_1*

3
x—— n
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