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1° teste Duragao: 2h30

e Este teste consta de duas partes e termina com a palavra FIM, a que se segue
a cotagcao. A soma das cotagoes das questoes da primeira parte é 15 valores,
mas o maximo que um aluno podera ter com a resolugao de questoes dessa
parte é 12 valores. Para conseguir ter mais do que 12 valores, o aluno devera
responder também as questoes da segunda parte, a qual esta cotada para 8
valores. Em suma, designando por c; a cotagao que o aluno obtiver na primeira
parte e por ¢; a cotagao que obtiver na segunda parte, a sua cotagao final sera
obtida através da expressdao min{c;, 12} + ca.

e Todos os raciocinios devem ser convenientemente justificados.

12 parte

1. Considere fi(z,y,z) := % e fo(x,y,2) := (2% + 2%) In(2® + 22).
(a) Averigue se existem ou nao os limites de fi(z,y,z2) e de fo(x,y,2) quando
(z,y,2) — (0,0,0). No caso de existéncia, calcule-o(s).
(b) Defina

(fl(a:,y,z),fg(a:,y,z)) se (x7y7 Z) 7& (07070)

(0,0) se (z,y,2) = (0,0,0)

Estude a continuidade de f.

2. Considere a funcao f dada por

f(fl',y) - %@ﬁy) se (w’y) 7& (070)
0 se ($,y) = (0,0)

(a) Calcule o gradiente de f na origem.
(b) Estude a diferenciabilidade de f.

3. Suponha que a temperatura de um ponto situado no espago é dada pela lei
T(z,y,2) := 2% 4+ y? — 22. Considere um corpo que se desloca segundo a curva
dada por r(t) := (cost,sint,t), com ¢t > 0.

(a) Mostre que as normas dos vectores velocidade e aceleracdo do corpo sao
constantes.

(b) Determine, por dois processos diferentes, a derivada D(T or) da temperatura
do corpo ao longo da curva dada.

(c) H4 algum ponto da curva onde o corpo se desloque na direcgao e sentido que
minimiza a temperatura? Justifique a sua resposta.

4. Determine os extremos absolutos da funcao f(z,y) := 322 + 3y% — 223y em D :=
{(z,y) € R? : 22 + 92 < 2}.
[Obs.: Repare que quando z2 4 % = 2 se tem f(z,y) = 6 — 2233 ]



22 parte

5. Sejam g : A C R® — R de classe C' no aberto A e (g, o, 20) pertencente &
superficie de nivel S com equagao g(z,y,z) = k, para k uma constante dada.
Suponha também que %(mo, Yo, 20) # 0.

(a) Prove o seguinte resultado, dado nas aulas: Vg(xo, 30, 20) « ¢'(0) = 0, qualquer
que seja o caminho diferencidvel ¢ em S tal que ¢(0) = (x0, Yo, 20)-
(b) Use o Teorema da funcao implicita e mostre que existe uma vizinhanca U C
R? de (x0,y0) e uma funcao f : U — R de classe C! que verificam o seguinte:
i. f(wo,v0) = 20;
ii. o gréfico de f esta contido em S;

of _ % of_ &
"oz %" Oy %"
(c) Suponha que U e f sdo os dados na alinea anterior, que (vy,v2) € R?, que
e >0, que I :=] —¢,¢[, e que
Vtel, (xo + tvr,yo + tvg) € U
Vtel, c(t) = (xo+tvr,yo+ tve, f(xo+ tvr, yo + tva)).

Mostre que
vtel, c(t)es.

(d) Mostre que, dados U, f, (vi,v2), I e ¢ como anteriormente definidos, se
v3 € R for escolhido de tal modo que Vg(zo, yo, 20) « (v1,v2,v3) = 0, entao
c'(0) = (v1,v2,v3).

FIM

Cotagao:

1.(a) 2,5; (b) 1;  2.(a) 1; (b) 2; 3.(a) 1; (b) 1,5; (c) 1,5; 4. 4,5;
5. (a) 2 ( ) 2,5; (¢) 1; (d) 2,5.



