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Folha 1: Funcdes vectoriais
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Sejam f, g fungoes vectoriais de varidvel real definidas como
FE) = (241, —1), gt = (t+ 1,1, ).
t+1 t2+1
Determine
(a) f-g; (b) f xg;

Determine o dominio da funcao vectorial f(z,y,z,t) = (2, /6 — 22y?).

Considere a funcao vectorial f : R — R? dada por f(t) = (¢,sint). Mostre que f é
continua em todos os pontos do seu dominio.

. Seja f : R® — R, dada por f(z1,72,73) = 3w122 + 223. Use os resultados de

continuidade para confirmar que f é continua.

Sugestao: Verifique primeiro que as funcées auxiliares m;(z1, 2, 23) = xj, j =
1,2, 3, sao continuas.

Mostre que um polinémio p : R™ — R é continuo.

Enuncie e demonstre um teorema que envolva quociente de polinémios.

Considere uma funcao vectorial f : D(f) C R™ — R™, (n,m € N). Suponha que
existe uma constante K > 0 e o € (0,1] tais que ||f(z) — f(y)|| < Kl|z — y||%,
para todos z,y € D(f). Mostre entao que f é continua no seu dominio.

No caso de a = 1, as fungoes que satisfazem esta desigualdade dizem-se func¢édes
de Lipschitz.

Mostre que toda a funcao de Lipschitz é uniformemente continua no seu dominio.
E verdade que se f for uma funcao vectorial uniformemente continua, também
|| f|| o serd? Justifique.

O que pode dizer da reciproca?
Mesma questao, com “uniformemente continua” substituida por “continua”.

Seja f : D(f) = N — R"™. Mostre que f é automaticamente continua no seu
dominio. Sera também uniformemente continua?

(Comente o “usual” conceito de continuidade de fung¢oes como sendo aquelas cujo
grafico pode ser tracado sem levantar o lépis do papel.)

Considere a seguinte definicdo: um ponto x € R™ é ponto de acumulacao de um
subconjunto A C R" sse para todo o r > 0, a vizinhanca B(z,r) contém um ponto
de A distinto de x. Mostre que esta definicdo é equivalente & definicdo de ponto
de acumulacao anteriormente dada.

Dé um exemplo de um conjunto de pontos de R? que ndo possua pontos de acu-
mulacdo. Mostre que se uma funcao f tem esse tipo de conjunto por dominio,
entdao f é continua.
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Seja {x1}}_, um conjunto finito de pontos em R™. Mostre que este conjunto nao
possui pontos de acumulagao.

Suponha S um conjunto de pontos tais que a distancia entre dois quaisquer dos
seus pontos é pelo menos 1. Mostre que S nao pode possuir pontos de acumulagao.

Na definicao de limite, porque razao ¢é exigido que = seja ponto de acumulacao do
dominio D(f)? Compare a resposta com a questao

Seja f : R? — R, dada por

[ FLs it (my) #(0,0)
f(z,y) = { 8 if (z,y) = (0,0).

Determine, justificando, se existe lim, ,y_.(0,0) f(z,)-

Sugestao: Calcule os limites segundo as rectas x =y e y = 0.

Determine, se possivel, os seguintes limites:

. 222
(a) lim(, y)(00) 7oz

) (22 —02
(b) lim, ) —(0,0) ;Ty%)Q

i 22 _yt)2
(c) hm(x,y)—>(070) [CZEETOLE

Sugestao: Calcule os limites segundo a recta y = 0 e a pardbola z = 2.
(d) lim(g.y)—(0.0) @ $in(722);

: —2yx?+8yx+34y+3y° —18y% +622—132—20—zy>—z°
(e) hm(x,y)—*(lﬂ) —y2+4y—5—x2+2x ?

Sugestao: Efectue a mudanga de variavel (s,t) = (x — 1,y — 2).

Mostre que, na questao se tem limy_,o f(tx,ty) = lim_ % =1,

para qualquer (z,y) # (0,0).

Comente a seguinte afirmagao
“limg—o f(x,0) = limy o f(0,y) = 0 implica lim, ,)_.(0,0) f(%,y) = 0”.
(Entenda-se por comente que prove ou dé um contra-exemplo).

Considere f : R® — R dada por f(x,y,2) = 2%y + sin(zyz). Serd que f atinge um
méximo no conjunto {(z,y, z) € R3 : 22 4+ y? + 222 < 8}? Explique.

Suponha que g é uma fungao vectorial de varidvel real continua, definida em [0, o).
Prove que lim, ., g(||z]|) = g(||x0]|), qualquer que seja zo € R™.



