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2o teste Duração: 2h30

• Este teste consta de duas partes e termina com a palavra FIM, a que se segue
um formulário e a cotação. A soma das cotações das questões da primeira
parte é 15 valores, mas o máximo que um aluno poderá ter com a resolução de
questões dessa parte é 12 valores. Para conseguir ter mais do que 12 valores,
o aluno deverá responder também às questões da segunda parte, a qual está
cotada para 8 valores. Em suma, designando por c1 a cotação que o aluno
obtiver na primeira parte e por c2 a cotação que obtiver na segunda parte, a
sua cotação final será obtida através da expressão min{c1, 12}+ c2.

• Todos os racioćınios devem ser convenientemente justificados.

1a parte

1. (a) Defina ponto de estacionariedade de uma função (imponha as condições que
considerar necessárias).

(b) Para f(x, y) = 4xy − 2x2 − y4 identifique e classifique os seus pontos de
estacionariedade.

2. Considere o conjunto de todos os rectângulos de lados paralelos aos eixos coorde-
nados e inscritos na elipse de equação 4x2 + y2 = 4.

(a) Justifique que existe um máximo para os valores das áreas desses rectângulos.

(b) Determine, pelo método dos multiplicadores de Lagrange, esse valor máximo.

3. Seja B o domı́nio, do plano x0y, limitado pelas curvas y = x, xy = 1 e y = 2.

(a) Determine a área de B.

(b) Determine o volume do cilindro com base B e topo dado por z = y2

x2 .

4. Considere as superf́ıcies S1 e S2 dadas respectivamente pelas equações 2z = x2+y2

e z =
√

x2 + y2.

(a) Mostre que se intersectam na origem das coordenadas e na circunferência
x2 + y2 = 4 ∧ z = 2.

(b) Calcule a área da porção da superf́ıcie S1 exterior ao cone delimitado por S2.

2a parte

5. Determine o fluxo do campo vectorial F (x, y, z) = (xy2, x2y, y) através da su-
perf́ıcie que delimita o sólido B = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1,−1 ≤ z ≤ 1}.
[Obs.: Pretende-se o fluxo de dentro para fora do sólido, i.e., considera-se que os
vectores normais à superf́ıcie apontam sempre para fora do sólido.]
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6. Sejam U um aberto em Rn, V um aberto em Rp, f : V → Rq e g : U → Rp tal
que g(U) ⊂ V . Suponha que, para um dado x ∈ U , g é diferenciável em x e f é
diferenciável em g(x). Prove que f ◦ g é diferenciável em x e que D(f ◦ g)(x) =
Df(g(x))Dg(x).

[Sugestão: pode assumir como garantido que, nas condições dadas, o(g(x + v)−
g(x)) = o(v).]

FIM

Formulário
(apenas simbologia sumária é apresentada, de acordo com a notação usual ou a

convencionada nas aulas; nada é referido sobre as hipóteses que validam as fórmulas)

trigonometria: cos2 z =
1 + cos(2z)

2
; sin2 z =

1− cos(2z)
2

coordenadas esféricas: x = ρ cos θ sinϕ; y = ρ sin θ sinϕ; z = ρ cosϕ

integração simples (partes; substituição):
∫ b

a
u′v = [uv]ba −

∫ b

a
uv′;

∫ φ(b)

φ(a)
f =

∫ b

a
(f ◦ φ) φ′

T. divergência:
∫∫

∂R
F · n̂ dA =

∫∫∫

R
divF dV , onde divF = ∇ · F

T. Stokes:
∫

∂S
F · dR =

∫∫

S
rotF · n̂ dA, onde rotF = ∇× F

Cotação:

1.(a) 1; (b) 3; 2.(a) 1; (b) 3; 3.(a) 1,5; (b) 1,5; 4.(a) 1; (b) 3; 5. 4; 6. 4
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