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1° teste Duragao: 2h30

e Este teste consta de duas partes e termina com a palavra FIM, a que se segue
um formulario e a cotagao. A soma das cotagoes das questoes da primeira
parte é 15 valores, mas o maximo que um aluno podera ter com a resolugao de
questoes dessa parte é 12 valores. Para conseguir ter mais do que 12 valores,
o aluno devera responder também as questoes da segunda parte, a qual esta
cotada para 8 valores. Em suma, designando por c¢; a cotacao que o aluno
obtiver na primeira parte e por c; a cotagao que obtiver na segunda parte, a
sua cotagao final serd obtida através da expressao min{cy, 12} + cs.

e Todos os raciocinios devem ser convenientemente justificados.

12 parte

1. Considere a curva C' em R? parametrizada por 7(t) = (e

t <.

,cost,3sint) para —m <

(a) Justifique que se trata de uma parametrizacio de classe C?.

(b) Encontre a velocidade da parametrizagao no ponto em que a curva intersecta
o plano z = 1.

(c) Escreva uma equagdo para a recta tangente a curva no ponto referido na

alinea anterior.
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2. Seja f : R — R definida por f(x,y) = @02-%#)3‘

(a) Calcule, caso existam, os limites direccionais de f no ponto (0,0), i.e., para
cada m € R, o limite de f quando (z,y) tende para (0,0) segundo a recta
Yy = mx.

(b) Calcule, caso exista, lim(, ,y_.(0,0) f(%,¥)-
3. (a) Esboce as curvas de equagao (em coordenadas polares) r = 3(1 + sinf) e
r=3(1—sind), 0 € [0, 27].

(b) Determine a drea da regidao que pertence simultaneamente ao interior das
duas curvas.
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4. Considere a funcao f, vectorial de duas varidveis, dada por f(x,y) = 2

(a) Indique o dominio de defini¢ao desta fungao e esboce-o.

(b) Estude a diferenciabilidade de f nos pontos interiores do seu dominio e, em
caso de diferenciabilidade, indique também a respectiva derivada.



22 parte

5. A lei de gravitagao de Newton estabelece que a forga de atracgdo gravitacional

F exercida sobre um planeta pelo Sol é dada por F = —q J‘;{Qm 7, sendo 7 0 vector
posicao do centro do planeta (tomando como origem das coordenadas o centro do
Sol), com r = ||F]| e # = 7/r, M a massa do Sol e m a massa do planeta. Mostre

que a Orbita do planeta se situa no plano definido por 7 e 7'.

6. Seja F:DCRP - RP um campo de forcas e C' uma curva suave em RP. As-
sumindo a regularidade que achar necessaria, mostre que o trabalho fcﬁ -dR
exercido por esta forca sobre um objecto movendo-se sobre a curva C' segundo
uma dada orientagao é independente da parametrizagao usada, desde que respeite
essa orientagao.

FIM

Formulario
(apenas simbologia sumadria é apresentada, de acordo com a notagao usual ou a
convencionada nas aulas; nada é referido sobre as hipdteses que validam as férmulas)

1 2 1 — cos(2
trigonometria:  cos® z = +C(2)S(Z); sin? z = C;)S(Z)
22 lei de Newton: F =ma
1 /b
area em coordenadas polares: 5 / f(0)2do
a

coordenadas esféricas: = = pcosfsing; y = psinfsiny; 2z = pcosy

b b #(b) b
integracao simples (partes; substituigao): / 'y = [uw]’ — / uv’; /qb “ f= / (fod)d
a a a a

Cotagao:



