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teste 2: 1% chamada Duracao: 2h30

e Este teste consta de duas partes e termina com a palavra FIM, a que se segue
um formulario e a cotagao. A soma das cotagoes das questoes da primeira
parte é 15 valores, mas o maximo que um aluno podera ter com a resolugao de
questoes dessa parte é 12 valores. Para conseguir ter mais do que 12 valores,
o aluno devera responder também as questoes da segunda parte, a qual esta
cotada para 8 valores. Em suma, designando por c¢; a cotacao que o aluno
obtiver na primeira parte e por c; a cotagao que obtiver na segunda parte, a
sua cotagao final serd obtida através da expressao min{cy, 12} + cs.

e Todos os raciocinios devem ser convenientemente justificados.

Parte 1

1. Considere a regido R do plano x0y obtida pela interseccao dos circulos z? 4172 < 1
e (x—1)2+y2 <1

(a) Esboce a regiao.

(b) Mostre que a sua drea vale ¢ — @

(c) Considere a regiéo do plano x0y descrita em coordenadas polares por r €
[0,1], 0 € [-F, §]. Trata-se de um subconjunto de R. Descreva em coorde-
nadas polares as duas regioes que é necessario juntar a esta de modo a obter
R.

2. Considere a regiao ) do espago 0zyz obtida pela interseccao das esferas sélidas
22+ 9y2+22<1 e 22+ 9%+ (2 —1)? < 1. Suponha que a sua densidade é dada
por p(z,y,z) = % +y>

(a) Mostre que a interseccdo das superficies esféricas 22 +y2 +22 =1 e 2% +

y?> + (2 — 1)2 =1 é a circunferéncia 22 +y? = % situada na cota z =

D=

(b) Diga, justificando, o que representa fisicamente a expressao

1— :cQ—y
// / 22 + y? dz dzdy,
224y2<3 1 1— :Ez—y

onde o integral duplo esta a ser calculado sobre o circulo definido pela ine-
quacao indicada.

(c) Calcule a expressao a que se refere a alinea anterior.

3. Considere o campo vectorial dado por F(xz,y) = (y?+ 2y, 22+22y), para (z,y) €
R2.

(a) Diga, justificando, se F' é ou ndo um campo conservativo e, em caso afirma-
tivo, determine um seu potencial.

(b) Calcule o trabalho realizado por F' sobre um objecto percorrendo, no sentido
positivo, o troco de OR (para R dado na questdo 1) que estd contido na
circunferéncia (v —1)? +¢% = 1.



Parte 2

4. (a) Calcule a édrea da superficie S que limita superiormente o sélido @ consi-
derado na questdo 2, isto é, 2% + y% + 22 = 1 para (z,y,2) satisfazendo
adicionalmente as inequacdes z > 0 e z? + y? < %.

(b) Calcule o fluxo do campo vectorial F(z,y, z) = (y*+2zy, > +2xy,0) através
da superficie constituida pela fronteira Q) do sélido Q) da questao 2, supondo
esta superficie orientada de modo a os vectores normais apontarem para o
exterior de Q.

5. Sejam F(x,y) = (M(x,y), N(x,y)) um campo conservativo continuo sobre um
aberto D de R? e U(z,y) um potencial de F(z,y). Seja C' uma curva em D de
extremos A e B e 7(t), t € [a,b], uma sua parametrizacio de classe C! tal que
7'(t) £ 0, Vt €]a,b[, e 7(a) = A, #(b) = B. Mostre que, nestas condigoes,

/ F.di=U(B) - U(A).
C
FIM

Formulario
(apenas simbologia sumadria é apresentada, de acordo com a notagdo usual ou a
convencionada nas aulas; nada é referido sobre as hipdteses que validam as férmulas)

9 1+ cos(2z)

1 — cos(2
trigonometria:  cos” z = 2 &

5 ; sin“z = 5

coordenadas esféricas: = = pcosfOsing; y=psinfsiny; 2z = pcosy
b b B(b) b
integragao simples (partes; substituigao): / ' = [w]’ — / uv'; / f= / (fod)d
a a o(a) a

integracao de linha (férmula fundamental): / VU -dr = U(B) —U(A)
C

T. Green: Mdx+ Ndy = // (8]\[ — W) dxdy
OR r\0z Oy

T. divergéncia: // F-dS = /// (My + Ny + P.) dzdydz
OR R

T. Stokes: //VXF.d§:/F-ﬁ, onde V x F = rotF
S C

Cotagao: 1.(a) 1; (b) 3; (c) 2; 2.(a) 1; (b) 2; (c) 3; 3.(a) 1; (b) 2; 4.(a) 2; (b) 3; 5. 3



