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Ano letivo 2023/2024

Duracgéo do teste: 90 minutos Maio 2024

Nome do aluno: N.°: Turma:

Para cada resposta, identifica o item.

Utiliza apenas caneta ou esferogréfica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risca aquilo gue pretendes que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresenta apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do teste.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mdltipla, seleciona a opcao correta. Escreve, na folha de
respostas, o0 numero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresenta todos os calculos que tiveres de efetuar e todas as
justificacGes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida uma aproximacédo, apresenta
sempre o valor exato.

Formuléario

Geometria

Area de um poligono regular: Semiperimetro X Apétema
Area lateral de um cone: mr g (r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio)

N . 1 <
Volume de uma piramide: 3 X Areadabase X Altura
1 -
Volume de um cone: 3 X Area da base X Altura

4 :
Volume de uma esfera: - 73 (r — raio)
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1. Considera a expressdo numérica A = a~2 x Va2 , com a > 0.

Qual das opc¢des seguintes corresponde a uma expressao equivalente a A?

(A) a2 B)a C)a: (D) a?

2. Num referencial o.n. xOy, considera a circunferéncia C; e a reta r definidas, respetivamente, por

V3 V3
Ci:(x—1)2?+(@y+2)?2=4 e r:yz?x—2+?

2.1. Quais séo as coordenadas dos pontos de intersecdo da reta r com os eixos coordenados?
Mostra como chegaste a tua resposta.

2.2. Qual dos pontos seguintes pertence, simultaneamente, a reta r e a circunferéncia C,?

(A) A (—=1,-3) (B) B (2,—2v3) (C) €(1,0) (D) D (2,-2++3)

3. No referencial 0. n. Oxyz, esta representada uma piramide [ABCDE] cuja base é um quadrado.

Sabe-se que: 7
D C

* 0 plano que contém [ABCD] € paralelo ao plano x0y;
+ as arestas da base sdo paralelas aos eixos / F
A

coordenados Ox e Oy;

* 0 ponto F, centro da base, pertence ao eixo 0z;

* 0 ponto A tem coordenadas (3,—3,5);

* [BE] é a altura da piramide;

* 0 volume da piramide é igual a 60. 0 \/ m

3.1. Mostra que as coordenadas do ponto E sé&o (3, 3,0). X
3.2. Mostra que o plano mediador de [AE] pode ser definido pela equacédo 12y — 10z + 25 = 0.

3.3. Determina as coordenadas do ponto de interse¢éo da reta AC com o plano mediador de [AE].
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4. Considera uma funcao, f, cujo dominio € o conjunto [—2,3] e o contradominio € o conjunto
]—o0,4].
Em qual das opgles seguintes estdo representados o dominio e o contradominio da funcéo g
definida por g(x) = 2 f(x) — 1?

(A) Dy =[-6,4] e D'y = ]—0,8]

(B) Dy = [-13] e D'y =]-,2]

(C)Dy =[-2,3] e D'y = ]—0,7]

(D) Dy =[-2,3] e D'y = ]—o,6]

5. No referencial 0. m. xOy da figura, esta representada parte do grafico da funcédo f de dominio
[—4, +o[. Este grafico € composto por um segmento de reta e por parte de uma parabola cujas
coordenadas do vértice sdo (3, 2). y

5.1. Considera as afirmagfes seguintes.
l.  f é estritamente crescente em [—4, 2].
[I. O contradominio de f é |-, 5]. 6
N fi2,+e[ € injetiva.

O que podemos concluir acerca das afirmacdes anteriores?

(A) Apenas Il é verdadeira. )
(B) Apenas Il é falsa.
(C) Apenas lll é falsa. § 5 — -

(D) Apenas | é verdadeira.

5.2. Mostra que a fungéo f é definida por

1
Flx) = §x+5 se—4<x<2
4x% —24x +38 se x > 2
5.3. Determina os valores de k para os quais a equacgao f(x) = k tem exatamente duas solugdes.

6. Considera os polindmios A(x) = 2x3 + 2x? — 16x — 24 e B(x) = 2x — 4.
6.1. Qual é o quociente, Q(x), e o resto, R, da divisdo de A(x) por B(x)?
(A) Q(x)=2x2+6x—4e R=-32
(B) Q(x)=2x2+6x—4e R=-16
(C) Q(x)=x?>+3x—2eR=-32
(D) Qx)=x*+3x—2e R=-16

6.2. Mostra, recorrendo ao teorema do resto, que o polindmio A(x) é divisivel por x + 2.
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7. Numa experiéncia de seguranca rodoviaria, uma bola foi colocada num trilho simulador de
autoestrada com 5 quildmetros de comprimento na horizontal. A sua altura, h, em metros, € dada
em funcdo da sua distancia, x, em quilémetros, medida na horizontal, desde o sitio em que foi
lancada, por

h(x) = x* — 5x3 + 5x2 + 34, x € [0; 5]

7.1. Determina a diferenga entre as alturas da bola no final e no inicio da experiéncia.

7.2. Resolve, recorrendo a métodos analiticos, a inequacgéo h(x) < 34.

Podes utilizar a calculadora para efetuar eventuais calculos numéricos.

Apresenta os resultados arredondados as décimas e interpreta-os no contexto da situacao descrita.
Se, em calculos intermédios, procederes a arredondamentos, conserva, ho minimo, duas casas
decimais.

7.3. Recorrendo a calculadora grafica, determina a distancia, percorrida na horizontal desde o ponto
onde foi langada, a que se encontrava a bola quando esta atingiu a altura minima do trilho em
relacéo ao chéo.

Na tua resposta:

— reproduz, num referencial, o(s) gréafico(s) da(s) funcdo(6es) visualizado(s) na calculadora e
apresenta as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) arredondadas as centésimas;

— apresenta o valor pedido, em quilometros, arredondado as décimas.

8. Resolve, em IR, ainequacdo 3|x —2| —1<5

Apresenta o conjunto-solu¢édo na forma de intervalo de nimeros reais.

FIM
COTACOES

Questdo 1. 2.1. 2.2. 3.1. 3.2 3.3. 4, 5.1.

Dominio CcP CP RC/RP cM CP CcP RC/RP cP

Cotagdo 10 10 10 15 15 15 10 10 Total
Questdo 5.2. 5.3. 6.1. 6.2. 7.1. 7.2. 7.3. 8.

Dominio cP RC/RP cP (o RC/RP cMm RC/RP cP

Cotagdo 17 10 10 10 15 17 16 10 200

CP — Calculo e procedimentos
CM — Comunicag¢do matematica
RC/RP — Raciocinio matematico/Resolugdo de problemas
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Proposta de resolugcao

1 3

2
— 4 — — — —
1L.A=a?2xVa2=a?xar=a *"2=qa"2

Opcao (A)

2.

2.1. Sejam A e B o0s pontos de intersecdo de r com 0 eixo Ox e com o eixo Oy, respetivamente.
Logo,

A(xy;0) e B(0;yp).

Vamos calcular x,.

Seja, y = 0.
ASSim,0=?xA—2+? & ?xAzz_‘/_§ o §XA=6_3‘/§®
63 V3(6 - —3+6v3
S Xy = & xyy=——" ( ; ) Xy =——" @xAz_l_l_Z\/s_)
V3 V3 3

Logo, A(—1 + 2v3,0).
Como -2+ ‘/?g € a ordenada na origem, temos yp = —2 + g Logo, B (0; -2+ ?)
Resposta: As coordenadas do ponto de intersegdo da reta r com o eixo Ox S&o (—1 + 2v/3; 0) e

as coordendas do ponto de intersecdo da reta r com o eixo Oy séo (0; -2+ ‘?)

2.2.
(A) Vamos verificar se A (—1,—3) é pontode C; ede r.

(-1-1)?+(-3+2)? =4 (-2)2+ (-1)? =4 © 5 = 4,0 que é falso.
Aé¢C.

Logo, o ponto A ndao pertence simultaneamente a reta r e a circunferéncia C;.

(B) Vamos verificar se B (2,—2v3) é pontode C; ede r.

2-12+(-2v3+2) =4 12+12-8/3+ 4 = 4 © 17 — 8Y3 = 4, 0 que é falso.
B¢cC,.
Logo, o ponto B n&o pertence simultaneamente a reta r e a circunferéncia C;.

(C) Vamos verificar se € (1,0) é pontode C; ede r.
1-12+(0+2)?2=4<0+2%2=4 < 4=4,0que é verdadeiro.

Cec,.
0=‘/?§><1—2+§@0=¥—2,0queéfalso.

Cé&r.
Logo, o ponto € ndo pertence simultaneamente a reta r e a circunferéncia C;.
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(D) Vamos verificar se D (2,—2 ++/3) épontode C; ede r.

Q2-12+(-24V3+2) =4 1+V3 =4 1+3 =4 4 =4, 0 que é verdadeiro

DeC,.
—2+\/§=‘/?§x2—2+‘/?§<=>—2+\/§=%§—2<:>—2+\/§=\/§—2,oqueéverdadeiro
D Er.

Logo, o ponto D pertence simultaneamente a reta r e a circunferéncia C;.
Opcéo (D).

3.

3.1 Viapcor) = 60 © S Apapcp) X BE = 60

A(3,-3,5)

Os pontos A, B, C e D pertencem ao plano de equacdo z=5 e F é um ponto de Oz e centro do
quadrado [ABCD]. Logo, B(3,3,5). Donde 4B = 6.

A(acp] = 6> =36

Vamos determinar a altura da piramide, BE.

1 — 1 S __ _
Logo, E(3,3, 5—5), ou seja, E(3,3,0).

3.2. Seja P(x,y,z) um ponto do plano mediador de [AE]. Entdo, PA = PE.

PA=PEo J(x—32+ @ +3)2+(z-52=/x-32+(@y-3)2+z22
©x2—6x+9+y?+6y+9+22—10z+25=x>-6x+9+y’—6y+9+z°
S6y+6y—102+25=0 12y —10z+25 =0

Logo, uma equacéo do plano mediador de [AE] é 12y — 10z + 25 = 0.

3.3. Comecemos por determinar as coordenadas do vetor AC para escrever a equacao de AC.
A(3,-3,5) e C(=3,3,5)

AC=C—-A=(-3,35)—(3,-3,5) = (—6,6,0)

(x,y,z) = (3,-3,5) + k(—6,6,0),k € R € uma equacao da reta AC.

Donde, (x,y,z) = (3 — 6k,—3 + 6k,5),k ER

Substituindo as coordenadas de qualquer ponto de AC na equagdo do plano mediador de [AE]
obtém-se, 12(—3 + 6k) — 10 x 5+ 25 = 0.
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Donde,

61
12(—3+6k)—10><5+25=0@—36+72k—50+25=0®72k=61@k=ﬁ

Assim, (X,y,Z) = (3 _6X%,—3+6X%,5) PEN (X,y,Z) — ( 25 25 5)

T 12’12’
Logo, as coordenadas do ponto de intersecdo da reta AC com o plano mediador de [AE] s&o

25 25
(-223)
12712

4. O gréfico da funcao g obtém-se do grafico dafuncdo f por uma dilatagcéo vertical de coeficiente
2, seguida de uma translagéo de vetor (0, —1).
f<d4doe2f(x)<2Xx4o2f(x)—1<2x4-1=gx) <7

Assim, Dg = Df = [-2,3]e D’g =] — =, 7]

Opcéo (C)

5.
5.1. Opcéo (D)
5.2. Para x € [—4,2], afuncdo é representada por parte de uma reta com ordenada na origem igual
a 5 e que passa no ponto (—4,3).
Como os pontos de coordenadas (—4,3) e (0,5) pertencem a reta, o seu declive é
5-3 2 1

M 32

Logo, y = %x + 5 é uma equacao da reta.

Para x €]2,+o [, afuncéo é representada por parte de uma parabola de vértice (3,2).

Assim, y = a(x —3)? + 2.

O ponto de abcissa 2 € comum aos dois ramos da fung&o. Determinemos a ordenada do ponto da
reta cuja abcissa é 2:y=%x2+5 =14+5=6

Logo, o ponto de coordenadas (2,6) também pertence a parte da pardbola representada
graficamente.

Assim,6 =a(2—-3)?+2eo6=axl1+2a=6-2Sa=4.
Logo,y=4(x—3)?+2ey=4(x*—6x+9)+2 & y = 4x? — 24x + 38.

%x +5 se—4<x<2

Concluimos que f(x) = { :
4x% —24x+38 se x>2
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5.3. f(x) = k tem exatamente duas solucdes, se k € ]2,3[ U {6}.

6.
6.1. A(x) = (2x — 4)Q(x) + R = A(x) = (x — 2)(20(x)) + R

Vamos determinar 2Q(x), aplicando a regra de Ruffini.

2 2 -16 -24
2 4 12 -8
| 2 6 -4 -32
20x) =2x2+6x—4 = Q(x) =x>+3x—2
R = -32

Opcao (C)

6.2. Pelo teorema do resto, se A(x) € divisivel por x + 2, entdo A(—2) = 0.
Vamos calcular A(—2).

A(=2)=2%x (=22 +2x(-2)2-16x(-2)—24=-16+8+32—-24=0
Logo, A(x) € divisivel por x + 2.

7.
7.1. A bola inicia o seu percurso ao quilémetro 0 e termina-o ao quilémetro 5.

Vamos calcular h(5) — h(0):

h(0) =0*—5x%x 03 +5x 02+ 34 =34
h(5) =5%*—-5x%x53+5x 5%+ 34 =159
Logo, h(5) — h(0) = 159 — 34 = 125.

Resposta: A diferenca entre as alturas da bola no final e no inicio da experiéncia é 125 m.

8 | Matemadtica — Ensino Secundario

¥/ areat



MATEMATICA A
10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIX

7.2.
h(x) <34 x*—5x3+5x2+34 <34 x* —5x3+5x2 <0
Vamos fatorizar o polinémio P(x) = x* — 5x3 — 5x2. Calculos auxiliares
2 _ _
P(x) =x*—5x3-5x2=x?(x?—-5x—5) = xF-5xt+5=0e
5+.(-5)2-4x1x5
(. 5+45 5-5 Sx= %1 et
=x“|x— X —
2 2 5++/5 5-+5
S x = Vx=
2 2
Estudo da variagéo de sinal de P(x):
. 0 5-+5 5++5 c
2 2
x?2 0 + + + + + +
X — 5-+5 - - 0 + + + +
2
X+ 5+ \/g _ _ - - 0 + +
2
P(x) 0 + 0 - 0 + +
Logo, h(x) <34 e x € ]%g 5+2‘/§[
Podemos verificar que %g ~ 1,4 e que 5+2‘/§ ~ 3,6.

Ou seja, a bola estd a uma altura inferior a 34 metros na vertical entre, aproximadamente, os 1,4

quilémetros e os 3,6 quildmetros desde o local onde foi langada.

7.3. Usando as potencialidades da calculadora grafica, obtemos o grafico de h com uma janela de
visualizacdo [0; 5] x [0; 165] e identificamos o0 minimo da fun¢éo, que corresponde a altura minima

atingida pela bola.

_E| [Math[Rad Horm1 E [EXEl:Show coordinates
v Pl=x"(4)-5x"(3)+5x2+34
MIN
X {=2.882782164 ¥=24.829062155 X
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Ou seja, quando a bola atingiu a altura minima em relagéo ao chéo (24,8 metros), a bola estava a

uma distancia na horizontal de, aproximadamente, 2,9 quildmetros desde o ponto onde foi langada.

8.
3x—2|-1<5o3x-2|<5+1<

s3lx—-2<6&e
6
=>|x—2|£§<=>

eSlx-2<2e
Sx—2<2ANx-2=2-2¢&
Sx<242ANx=2-24+2¢&
=x<4Ax2=20

S =[0,4]
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