Teste de Matematica A

2021 /2022
Teste N.°4
Matematica A
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagbes necessarias. Quando para um resultado ndo € pedida a aproximagao,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia Regras de derivagao

) , . , u+v) =u+7
ar (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

A . o , w.v) = u.v+ur
Area de um poligono regular: Semiperimetro X Apdtema (u.v)

Area de um setor circular: 2) =

(u)’ w.v—uv

v v?
QTTZ (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio) W' = n.u" L u'(n € R)
Area lateral de um cone: nr g (r — raio da base; (senu) = u'.cosu
g — geratriz) (cosw)' = —u'.senu

!

Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

(tgw)' = —
COS“u

P 1 £
Volume de uma piramide: - X Area da base X Altura
3 (e)' = u'.e"

Volume de um cone: é x Area da base x Altura (@) = w'.a*Ina (a € R* \ {1})
Volume de uma esfera: - mr3(r — raio) L
3 (Inuw)' = "
I u’ +
(logau)' = (@€ R* \{1})

Progressdes u.lna

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,)

Un

Progressao aritmética: “-* x n Limites notaveis
1-r? i n"
Progressao geométrica: u; x — lim (1 + ;) =e(meN)
lim senr_ 1
. . S0 x
Trigonometria e
. er—
lim =1
sen(a + b) = sena cosb +senb cosa X200 X
li Inx 0
cos(a+b) =cosa cosb —sena senb ximoT -

X

. e
lim —=+o( €R)

xX—>+o0o X

Complexos

(peie)n — pn eine

O+2kT

Vpe® =3i/pe n (k € {0,..,n—1}en €N)

' AS‘\ Teste N.° 4 de Matematica A_12.° Ano Expoente’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



1. A Diana vai fazer uma festa para comemorar o seu 18.° aniversario.

y

Para a festa foram convidados familiares e amigos da escola da Diana e houve o cuidado de

saber acerca das preferéncias alimentares de cada um, nomeadamente se eram vegetarianos.

Sabe-se que:

o 4

8% dos convidados sdo familiares;

e dos familiares, 1 em cada 6 é vegetariano;

¢ metade dos amigos da escola n&o sdo vegetarianos.

1.1.

1.2,

1.3.

Escolhe-se, ao acaso, um dos convidados desta festa.

Qual é a probabilidade de ter sido escolhido um amigo da escola ou uma pessoa vegetariana,
mas ndo ambos?

(A) 26%

(B) 34%

(C) 60%

(D) 86%

Os primos da Diana estavam presentes na festa e quiseram tirar uma fotografia com a
Diana e as suas duas irmas. Para tirar a fotografia, os primos, a Diana e as irmas

colocaram-se lado a lado, de forma aleatoéria.
- a_ o . L1 .
Sabendo que a probabilidade de as trés irmas ficarem juntas é o determine quantos eram

os primos da Diana.
Na sua resposta, equacione o problema e resolva a equacgao, sem utilizar a calculadora,

a nao ser para efetuar eventuais calculos numeéricos.

Considere agora que a Diana convidou para a sua festa 50 pessoas.

A irma mais velha da Diana organizou-lhe uma surpresa. Para tal, pediu a cada um dos
familiares convidados que Ihe enviasse uma fotografia com a Diana, e a cada um dos amigos
convidados que |he enviasse duas fotografias com a sua irma.

Sabe-se que todos os convidados enviaram fotografias e que estas eram todas diferentes.

A irma da Diana definiu que iria escolher 40 fotografias, metade enviadas pelos familiares e
metade enviadas pelos amigos. De quantas maneiras pode fazer a sua escolha se pretender
escolher obrigatoriamente as fotografias enviadas pela mae, pelo pai, por cada uma das duas
irmas e pelo melhor amigo da Diana?

(A) 2°Ci6 + °°Cyg

(B) 2°C16 X *°Cyq

(C) #Ci6 X *C1g

(D) #*Cy0 + **Cyo

AA
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2. Seja f a fungdo definida, em R*, por f(x) = In (3x).
NG} 2n
w)

Seja (u,) a sucessao de termo geral u,, = (1 +

O lim f(u,) é igual a:

(A)In(3)+2 (B) In(3) x In(2) (C) In(3) + 22 (D) In(3) x In (2v2)
3. Na figura esta representada a circunferéncia trigonométrica. vt

Sabe-se que:

e 0 ponto A pertence ao segundo quadrante e a circunferéncia; , \

e 0 ponto B pertence ao primeiro quadrante e tem ordenada / \a \C ‘
igual & do ponto 4; 0 x

e 0 ponto C tem coordenadas (1,0); \ /

e 0 ponto D pertence ao quarto quadrante e a circunferéncia e £ b
tem abcissa igual a do ponto B;

e o ponto E pertence ao terceiro quadrante e a circunferéncia e tem abcissa igual a do ponto A.
Seja a a amplitude, em radianos, do angulo COA ((x € ]g nD
Qual das seguintes expressdes da a area do poligono [ABCDE], em fungéo de a?
(A) sen a + g sen(2a)
(B) sena — g sen(2a)
(C) sena + % sen(2a)
(D) sen a — % sen(2a)
4. Seja g a fungao, de dominio R™, definida por g(x) = xx—+21
Num referencial o.n. Oxy, considere:
e 1, areta tangente ao grafico de g que apresenta menor declive;
e A, o ponto de intersegao da reta r com o eixo das abcissas;
e B, o ponto de intersecao da reta r com o eixo das ordenadas.

Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, determine o valor exato da area do triangulo
[AOB].

5. Determine, sem recorrer a calculadora, o conjunto dos numeros reais que verificam a condigao:
e*(1+8e %*) =6 Aln(e¥) >0

Apresente a sua resposta na forma de intervalo ou de reunido de intervalos de numeros reais.
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6. Considere as fungdes f e g, de dominios [—, 0[ e [—, +oo], respetivamente, definidas por:

% se —m<x<0

— 2, =
f(x) =sen’x—cosx+1 e gx)=4 | se x=0
xIlnx se x>0

Resolva os itens seguintes, sem recorrer a calculadora.

6.1. Averigue se a fungao g é continua em x = 0.

6.2. Estude a funcdo f, quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos, e
determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

7. Seja f a fungao, de dominio Ry, definida por:
f(x) =+/4x>+5—2x

7.1. Estude, sem recorrer a calculadora, a fungdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu

grafico e, caso existam, escreva as respetivas equacgoes.

7.2. O gréfico de f', primeira derivada da fungéo f, tem um ponto 4, cuja distancia a origem é igual

as.

Recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, determine as coordenadas do ponto A,

apresentando os valores aproximados as centésimas.

Pode realizar algum trabalho analitico, antes de recorrer a calculadora.

Na sua resposta deve:

e equacionar o problema;

¢ reproduzir num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) visualizado(s) na calculadora
que lhe permite(m) resolver o problema, devidamente identificado(s), incluindo o
referencial;

¢ indicar as coordenadas do ponto A, com a aproximacgao pedida.

Se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas

casas decimais.

8. Seja k um numero real. Seja g a fungéo, de dominio R, definida por g(x) = e**.

ke*—ke
= 3e.
1-x

G n-g@) .
) .

Sabe-se que lim
x—1

Qual é o valor de lim
h—0

(A) = (B) - (C) 3¢ (D) 3¢
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9. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, parte do gréfico da fungéo f, de dominio
R™*, definida por f(x) = ex_x
Para cada numero real a, pertencente ao intervalo E 1], sejam A e B os pontos do grafico da fungao

f, de abcissas a e 2a, respetivamente.

. , . 1
Mostre que existe, pelo menos, um numero real a, pertencente ao intervalo [E’ 1], tal que areta AB

€ paralela a reta tangente ao graficode f em x = 1.
Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas

decimais.
FIM
COTACOES
Item
Cotacao (em pontos)
11. | 1.2. | 1.3. 2. 3. 4, 5. | 61. | 6.2. | 71. | 7.2 8. 9. Total
10 18 10 10 10 20 | 18 18 18 18 20 10 20 200
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TESTE N.° 4 — Proposta de resolugao

1.

1.1. Opgao (A)
Consideremos os acontecimentos:
F: “O convidado é familiar da Diana.”
V: “O convidado é vegetariano.”

Sabemos que:

o P(F) = 0,48
«P(VIF) ==
«P(V[F) =3

Colocando estes dados num diagrama de arvore, obtém-se:

6 |74 _ 1 B
048 < P(FNV)=048x~=008
5 vV

P(FNV)=052x2=026
2

0,52 = /
F
\ P(V) =0,08+ 0,26 = 0,34
2 v

Pretende-se determinar P(FUV) — P(F N V).
P(Fuv)—-P(FnV)=P(F)+P(V)-P(FnV)-P(FnV)=
=0,52+0,34-0,26 — 0,26 =
= 0,34

1.2. Seja n o numero de primos da Diana.
O numero de maneiras de a Diana, as duas irmas e os primos se disporem aleatoriamente, lado a
lado, para a fotografia &€ (n + 3)!

O numero de maneiras de a Diana e as irmas ficarem juntas é 3! (n + 1)!.

Assim:
3IX(n+1)! 1 6x(n+1)! _ 1 6 _ 1
m+3)! 15  (n+3)(n+2)(n+1)! 15 (n+3)(n+2) 15

©6x15=nN+3)(n+2)
©90=n*’+5n+6
on®+5n-84=0

—5+./52—4x1x(—84)
2X1

en=

’ M Teste N.° 4 de Matematica A_12.° Ano Expoente’ | Daniela Raposo e Luzia Gomes



Eram 7 os primos da Diana.

1.3. Op¢ao (B)

Sabe-se que a Diana convidou 50 pessoas e que 48% dos convidados sdo familiares. Assim,
existem 0,48 x 50 = 24 familiares na festa e os restantes 26 convidados sao amigos.

Cada familiar enviou uma fotografia, logo existem 24 fotografias enviadas por familiares e, como
cada amigo enviou duas fotografias, existem 2 x 26 = 52 fotografias enviadas por amigos.

Como a irméa da Diana definiu que iria escolher 40 fotografias, metade enviadas pelos familiares e
metade enviadas pelos amigos, tera de escolher 20 fotografias, das 24 enviadas por familiares, e
20 fotografias, das 52 enviadas pelos amigos

Como pretende escolher obrigatoriamente as fotografias enviadas pelos pais, pelas duas irmas e
pelo melhor amigo da Diana, a expressao que da o numero de maneiras de fazer a sua escolha é

4C4 X 20C16 X 2C2 X 50C18 == 20C16 X 50C18'

2. Opgao (C)
. L V(L A VI\2 _ 2z
limu, = llm(l +?) = (hm(l +?) ) = (e ) =e
Assim:
lim f(u,) = lim _f(x) =In (3 ezﬁ) =In(3) +1In ( ezﬁ) =In(3) + 2v2
x-e2VZ
3. Op¢ao (D)
Sabe-se que as coordenadas do ponto A sido (cos a, sen a). v
Uma vez que o ponto A pertence ao segundo quadrante,
A(cos o, sen o) B
concluimos que cosa < 0 e sena > 0.
sen a
Seja A’ a projecao ortogonal de A sobre o eixo Ox. A \a
. c .
AC+AB dA’, O)\=-cpsa O x
A{apcpE] = 2 X Ajapcan) = 2 X — X AA' =
= (1 — 3cosa)sena =

y

= sena — 3cosa sena =
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3
= sena — - X 2 sena cosa =

3
= sena — > sen(2a)

4 EmR™:

'(x) = (x+1)’ _ (x+1)’xx2—(x+1)><(x2)' _Ixx?-(x+1)x2x
9 T\ g2 - (x2)2 - x4 -
_ x?-2x?-2x

x* -

g,,(x) _ (—x—Z)' _ (—x—2)'><x3—(—x—2)><(x3), _ —1xx3—(—x-2)X3x2

X3 (x3)2 X6 -
_ —x343x3+6x2
T xe T
_2x3+46x2
===
_ x%(2x+6) _
T xe
_ 2x+6
==
g'(x)=0
EmR™:
2x+6
x4 =0
©2x+6=0A x*#0
Sx=-3
X —00 -3 0
Sinal de g"” - 0 + n.d.
9'(=3)
Variagéo de g’ n.d.
\ min. /
g'(=3)= ‘E:—ggz = —% é, entdo, o declive da reta r, reta tangente ao grafico de g que apresenta

menor declive.

A equagéo reduzida daretar é daformay = —%x +b.

—-3+1

Como o ponto de coordenadas (-3, g(—3)) = (_B’W

) = (—3, —g) pertence a reta r, vem que:
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2 ! (-3)+»b 2 3+b b 2_1
——=——X (- S ——=— &Sb=————
9 27 9 27 9 9
op=-3
9
ob=—-
3
Logo, a equagéo reduzidadaretar é y = —2—17x - %

Ponto A (ponto de intersegcao da reta r com o eixo das abcissas):

0=—ix—l<=>ix=—l<=>x=—9
27 3 27 3
A(-9,0)

Ponto B (ponto de interseg¢do da reta r com o eixo das ordenadas):
1

5(0.-3)

Area do triangulo [AOB]:

— 1
0AxO0B _ 9%3

3
Apop) =—— =5 =3
5.D={xeR:e*>0}=R
Em R:
e*(1+8e ) >6AIn(e¥)>0=e*+8*—6=>0Ax>0
Se +2—620Ax>0

e?*_peX+8
ex

=0Ax>0

©e?* —6e¥+8=>0Ax>0,poise*>0,Vx € R.
Vamos resolver a condi¢éo e?* — 6e* + 8 > 0.
Consideremos a mudanca de variavel e* = y:

e?* —6e*+8=0 e y2—6y+8=>0y<2Vvy>4 & e*<2ver >4
eX=y y=e*

Calculo auxiliar

6 ++v36 —32
y2—6y+8=00y=—"———
2 + +
612
eY=a >

Sy=4vy=2

Assim:

e?* —6e¥*+8>0Ax>0 (e*<2Ve*>4)Ax>0
©Sx<In@)vx=2In(4)Ax>0

C.S. =10,In(2)] U [In(4), + o[
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6.

6.1. g é continua em x = 0 se e sO se existir }cm(} g(x), isto é, xlir(r)l_ gx) = lirg1+ g(x) =g(0).
- - X

. . sen?’x—cosx+1 . sen’x+1—cosx
e lim g(x) = lim —————— = lim ———= =
x—0~ x—0" X x—0" X

. sen?x . 1-—cosx . sen?x 1—cos?x
=11m(—+ )=11m( + )=
x—0~ x x x—0~ x x(1+cosx)

. senx . sen?x
= lim (—=xsenx )+ lim (————) =
x—0~ x x—0~ \x(1+cosx)

senx . senx
x lim =
X x—0~ 14+cosx

senx

= lim x lim senx + lim
x-0" X x—-0" x—-0"
=1x04+1x0=0

(0xc0) ln[(l)_l] In l)
. _ . ~ . X, - _ . x
* lip @)= lipGiny 2 g == —lim S

. .y 1
Consideremos a mudanga de variavel =YX 0F =y - +oo.

In(:
Cim M g h0 g
x-0t p y-+00 Y
e g(0)=0

Logo, g é continua em x = 0.

6.2. Em [—m,0[: f(x) = sen?x — cosx + 1
f'(x) = 2senx cosx + senx
ffx)=0
2senx cosx + senx = 0 © senx(2cosx+1) =0

©senx =0V 2cosx+1=0

1
& senx =0 V cosx =-3

S x=km Vx=2?“+2kn Vx=—2?n+2kn,kEZ

Em[-m0[x=-mex= —2?“
- 2m 0
x _Z-
3
Sinal de f’ 0 + 0 n.d.
2m
_‘r[ — —
Variacgo de f f(, ) / f( 3 ) ~ n.d.
min. .
Max.
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Calculos auxiliares

F(5) = (D7) () =75 o

f'(—g)=0—1=—1 (< 0)

F-m=0—(-1)+1=2

2
2m V3 1 3.1 9
f( 3 ) ( 2 ) ( 2) * stz 4
f é estritamente crescente em [—n, —2?“] e é estritamente decrescente em [—2?“ 0[.

. ’ - . 9 ., .y . 2T
2 € minimo relativo em —TI, Z € maximo relativo em —?.

7.
7.1. Assintotas verticais
Como a fungao f é continua em todo o seu dominio, R;, por se tratar da diferenga entre duas

fungdes continuas, o grafico de f ndo admite qualquer assintota vertical.

Assintotas nao verticais
Como a fungéo f tem dominio R, temos de estudar as assintotas ndo verticais ao grafico de f,

apenas para x — —oo:

2(415)_
m= lim [2 = Jjm 2572 _ g o) =
xX—>—o00 X X——00 X X——00 X
| x| 4+=> - 2x —x |4+ - 2x
. x2 . x2
= lim ——= lim ———=
X——00 X X——00 X

x(— 4+;—2—2>

P R
X——00 X X—>—00 X

= - /4++i00—2=—\/4+0—2=—2—2=—4

b= lim (£(0) = (=4x)) = xl_i>r_noo( 4x7+5—2x+4x) =

= lim (VA7 75 +2x) = lim (o202

X——00 X——00 Vax245-2x
2
— lim (Vax2+5) —(2x)2 im 4x%+5-4x%
- X——00 V4x2+5-2x - x——00 V4x2+5-2x -
5 5 5

x—>—00 V4x2+5-2x  V+o0—(—0) 4o+  +oo
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Portanto, a reta de equagéo y = —4x é assintota obliqua ao grafico da fungado f, quando x — —co.

7.2. f(x) =V4x?2 +5—2x, x € Ry
fl(x) = (Vax2 +5— Zx), = ((4x2 + 5)§), - (2x) =

_l 2 -2 2 r_ _ 1 _ —

—2(4x +5) z2x (4x“+5) 2—24x2+5><8x 2=
1 4x —

oV B2 = s T a e R

Como A é um ponto do grafico de f’, as coordenadas de A sédo da forma (x, f'(x)), ou seja,

(x,%— 2), x € Ry.

Para que a distancia de 4 a origem seja igual a 5:

2

d(o,A)=J(x—0)2+( =5

——2—0)
4x2+5

2
ou seja, \/xz + (\/%— 2) =5.
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, tem-se:

2 y
= [z (2 _ ) 7
Y1 \/x +( 4x2%2+5 2

Y2=5
Seja I o ponto de intersegéo.

Y2

As coordenadas de | sdo
1(=3,15; 5) 4+
(—3,15; 5). \
29

Céalculo auxiliar f I I f I I f I I f I I f
4 x (=3,15) ) 1
\J4(=3,15)2+5

~ —3,88

f'(=3,15) =

Logo, as coordenadas do ponto A sédo (—3,15; f'(—3,15)), ou seja, (—3,15; —3,88).
8. Opc¢ao (B)

Seja k um numero real.

Seja g a funcgéo, de dominio R, definida por g(x) = e**.

’ M Teste N.° 4 de Matematica A_12.° Ano Expoente’ | Daniela Raposo e Luzia Gomes

v



Sabemos que:

. ke*—ke . ke(e*1-1 . —ke(e*1-1
lim =3e®11m¥=3e=}11m¥=36
x-1 1-x x—-1 1-x x—-1 x=1
. eX 1
< —kelim = 3e
x-1 Xx-1

Consideremos a mudancga de variavel x —1 =y; x > 1=y - 0.

e¥ —1
=3es —kex1l=3e=k=-3

—kelim
y=0 y

Logo, g(x) = e™3*.
g admite derivada finita em R, pois g'(x) = —3e~3%, para todo o x € R.

Assim:

@™
hm g(1+h)_g(1) g gl(l) — _3e—3 _ 3

h—0 h e3

(1) pois g admite derivada finita em x = 1.

9. Sabemos que A (a, %) eB (Za, %)

eZa e eZa_2€a

s __= - = 2a_+5,a
Comecemos por determinar o declive da reta AB, em fungao de a: Z;a_aa = 2;‘ =2 Z;e
Determinemos agora f'(1).

, _e¥x—e* _
f'x) = - Dy, = R

,(1) . e—e -0
f - 1 -

2X _9,X

Consideremos a fungdo g, de dominio R*, definida por g(x) = = 2xfe .

(1) g é continua em R™*, por se tratar do quociente entre duas fungdes continuas. Em particular, g é
continua em [1, 1].
2

1 —2\e 2_2
g(z) =S~ -1158 e g(1)= X~ 0976

Assim, g G) <0<g().

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que: 3 a € E 1[:g(a) = 0, ou segja,

eZa_zea

2a?

EIaEE,l[:

L]

(note-se que E 1[ c E 1]) tal que a reta AB é paralela a reta tangente ao grafico de f em x = 1.

= f'(1), isto é, existe, pelo menos, um numero real a pertencente ao intervalo
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