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Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item ¢ a letra que identifica a opgéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo ¢ pedida aproximacao, apresente

sempre o valor exato.

Um recipiente com uma substancia a temperatura de 4 °C foi colocado numa sala onde a temperatura

ambiente de 22 °C permanece constante.

Admita que a temperatura dessa substincia, em graus Celsius, apds ¢ minutos, ¢ dada por:
T(1)=22+A4e"

em que 4 e k sdo constantes reais.

1.1. Mostre que 4=-18.

1.2. Sabendo que, nos primeiros 8 minutos, a temperatura da substancia aumentou a uma taxa

média de 0,9 °C por minuto, determine a que temperatura estava ao fim de 16 minutos.

Na figura esta representada, num referencial o.n. xOy, a

y A
circunferéncia de centro na origem e raio 1. c
P
Sabe-se que:
0
e ospontos 4, B e C tém coordenadas (—1,0), "
A B
0 x

(1, 0) e (0, 1) , respetivamente;
e oponto P se desloca sobre o arco BC ;

e 0 segmento de reta [AP] interseta o eixo Oy no

ponto Q.

Para cada posi¢@o do ponto P, seja o a amplitude, em radianos, do d&ngulo BOP [a € }0, ED .

Qual das seguintes expressoes da o comprimento do segmento de reta [OQ] , em fungdo de o ?

tang sina 1-cosa
A) — 2 B) l-cosa <) ——- ®) —F——F——
1+ cosa 1+ cosa 1+sin(2a)
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Considere as fungdes f e g, definidas nos dominios R* e R, respetivamente, por:

3lnx

f(x)= g(x)=xe"“+b (a,beR)

X

3.1. Estude a fun¢do f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos e
determine, caso existam, esses extremos.

3.2. Seja r areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
Sabendo que areta » também ¢é tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 2,

determine os valoresde a ede b.

Seja S, conjunto finito, o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam 4 e B dois acontecimentos (AcSeBcS).
Sabe-se que:

« P(4nB)=0,2

+ P(41B)=2P(B| 4)=

O valorde P(4NB) é:

A 01 3B 0,2 <© 03 D) 0,4

Um saco 4 tem 5 bolas brancas e 15 bolas pretas numeradas de 1 a 15.
Um saco B tem 10 bolas das quais algumas sdo brancas.

Todas as bolas sao indistinguiveis ao tato.

5.1. Ao tirar, ao acaso, uma bola de cada saco, a probabilidade de sair uma, ¢ uma so, bola branca ¢

igual a 55%. Quantas bolas brancas estdo no saco B?

5.2. As quinze bolas pretas do saco 4 vao ser distribuidas, em partes iguais, por 3 caixas diferentes.

De quantas maneiras diferentes podem as bolas ficar colocadas nas caixas?

Seja C o conjunto dos nimeros complexos e sejam A4 e B os seguintes subconjuntos de C :
A={zeC:2 =1}
B={zeC:Re(z)>0}

Escolhe-se, ao acaso, um elemento de 4.

Qual ¢ probabilidade de esse elemento pertencer ao conjunto B ?

1 3 1 5
A) 3 (B) 3 © 2 (D) 2

Porto
' Editora Proposta de teste de avaliagdo — Matematica A, 12.° ano — P4gina 3



,,,N

x\\"ﬂo ]/ /:’“
Ma te?\‘\a“ca é

Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz , o cone reto de vértice V' cuja base

¢ o circulo de diametro [ AB].

v

Sabe-se que 4, B e V tém coordenadas (5,1,3), (-3,3,5) e (4,8,10), respetivamente.

7.1. Defina por uma equagao cartesiana o plano que contém a base do cone.

7.2. Determine as coordenadas do ponto de interse¢do da reta BV com o plano xOy .

Considere a funcdo g , de dominio R, definida por:

xe 2_ se x<0
X
g(x)=1 -1 se x=0
In(2x+1)°

8.1. Averigue se a fungdo g ¢ continuaem x=0.

8.2. Estude a fungdo g quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu grafico.

De uma sucessdo (u, ) sabe-se que u, —u,,, =1,VneN.

Sabe-se ainda que a soma dos primeiros 100 termos de (”n) ¢ igual a 0.

O valor de u, ¢

(A) 99 (B) 50,5 (C) 50 (D) 49,5
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10. Seja f afuncdo definida em R por f(x)=xsinx.

10.1. Utilizando a defini¢iio de derivada de uma fungdo num ponto, calcule f”(r).

10.2. A circunferéncia de centro no ponto de coordenadas

yh
(1,—1) e raio 2 interseta, no intervalo |0, 7[, o y
grafico da fungdo f num tnico ponto.
Determine a abcissa desse ponto, recorrendo a 0 .
calculadora grafica.

Na sua resposta deve:

e apresentar a equagdo que lhe permite resolver o problema;

e reproduzir o grafico da fungdo ou os graficos das fungdes que tiver necessidade de

visualizar na calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;

e apresentar o valor pedido arredondado as centésimas.

11. Em C, conjunto dos niumeros complexos, seja w=1—1.

11.1. Em qual das seguintes opgdes esta representado o nimero complexo w’?

3x.

A) 242 ot ®B) 22 ot (©) St D) 2e*

11.2. De todas as solugdes da condi¢io z(w+1)+Zz (w+1) =4 determine aquela cujo argumento é

igual a r
h

Apresente o resultado na forma a+bi,a,beR.

FIM
Cotacoes:
Item
Cotagdo (em pontos)
1.1. (12, 2. (3.1.(32.| 4 |51.|52.| 6. |7.1.|72. |81 (82 | 9. |10.1.| 10.2. | 11.1. | 11.2. | Total
11 12 10 12 12 10 11 11 10 11 12 11 12 10 11 12 10 12 200
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N

Maximo 7

Ma ‘emat\ca A

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um sector circular:

5
ar-

> (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r— raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 477> (r— raio)

Volume de uma pirdmide: — X Area da base x Altura

L&
3

Volume de um cone: X Area da base x Altura

W=

Volume de uma esfera: %7:’1'3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,):

" — U + U
Progressao aritmeética: % Xn
5 St 1—=7"
Progressao geomeétrica: u; X
= 1—r

Trigonometria
sen(a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos (a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(() ei(l)" = pn (_,inﬁ

/ B — 0+2kx
"opel="/pe T (keAo,..., n—1} e neN)

' Porto
Editora

Regras de derivacao

(u+vy=u+v
(uvY=uv+uv

’ ' ’
(l) _uv—uv
v ‘,2

(Y =nu—"'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu) =—u" senu
(tg u)': u -

cosZu
(eu)': u et

(@Y=u a“Ina (acR*"\{1})

(Inu)y =4
u

(log,u) = ["’ (aeR*"\{1})

tIna

Limites notaveis

lim(l +%)" =e (neN)

lim S€0X senx =1

x-0

lim £=1 _

x-0 X
lim nx _ g
x—+x X

lim e——+oc (peR)

X -+ x
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Proposta de resolucio

1. T()=22+4¢e"
1.1. Para tr=0,temos T =4°C.
T(0)=22+A4e" < 4=22+ 4" &
S4-02=Ax1< A=-18
1.2. T(t)=22-18¢"
Se, nos primeiros 8 minutos, a temperatura da agua aumentou a uma taxa média de 0,9 °C
por minuto, significa que a taxa média de variagdo da fungdo 7 no intervalo [0, 8] foi de
0,9 °C/min.
kx8
7(8)-1(0) 09 227184 o
8-0 8
& 18-18e"* =8x%0,9 = -18e* =7,2-18 =
< —18e* =-10,8 = &* =ﬂ<:>
-18
e =0,68k=In(0,6) <
ek In(0,6)
8
In(0,6),
T(1)=22-18e¢ *
1n(0,6)><16
T(16)=22-18e ¢  =22-18¢"""% =
=22 -18¢"*0 =22 1803 =
=22-18x0,36=15,52
A temperatura da substancia, decorridos 16 minutos, era 15,52 °C.
Seja S o ponto de [OB] tal que [PS]L[OB]. \

Dado que os triangulos [40Q] e [4SP] sdo

'Sy
oi\iﬁ © 3

semelhantes (critério AA) temos: 2 = A=?

Comoﬁzcosa,S_stina eA_Ozl,vem >
00 — i
‘ @] _ 1 = 00= sina

sina l+cosa 1+ cosa

Resposta: (C)

Porto . . :
' Editora Proposta de teste de avaliagdo — Matematica A, 12.° ano — Pagina 7



fx)=

3.1.

éxmlo
N\temat\c
3Inx
, g(x)=xe""+b
' , —x—Inx B
() =3 (lnx] 3X(lnx) x—z(lnx)x X 3] 1211x
x x x x
F1(x) =0 3x 1nx—0<:>1—lnx=0/\x>0<:>

Shx=1lAx>0&x=¢

X 0 [S] +00
S + 0 _
3
S / - N
€
Max.
f(e):3lne:3><l 3
(§ (§

A fungdo f ¢ estritamente crescente em ] 0, e] e estritamente decrescente em [e ,+ oo[ .

. . . . 3
f admite um maximo relativo (e absoluto) igual a — para x=e.
e

3.2. Equagdo dareta r, tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1:
f(l)— 3ln1 _
Ponto de tangéncia: (1,0)
f’(1)=3><1_11n1:3><1_10:3
Declivede r: m= f'(1)=3
r: y—0=3><(x—1)<:>y=3x—3
Se areta r:y=3x—3 também ¢é tangente ao grafico da funcdo g, no ponto de abcissa 2,
entdo g'(2)=m=3 e g(2)=3x2-3=3 dado que o ponto de tangéncia pertence a reta
r e ao grafico da fun¢do g.
g'(x)= (xe”’”+b)’ —xex(e™) +0=e "+ xe" =" (1+x)
g(2)=2e"+b
g (2)=e"(1+2)=3e""
g(2)=3=3""=3e"=12-a=hlca=2
g(2)=3ra=2c2e""+b=3ra=2&

o287 +b=32e'+h=3=h=3-2h=1
a=2¢eb=1
Porto
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e P(4nB)=0,2=P(4UB)=0,2

. mmgp%@

.szMp%@pwmpg@

<1-P(4UB)=0,2< P(4UB)=0,8

PUNB) 1 P(B)=3P(4NB)
P(B) 3

Lo PBAA) 1 by 6P(4nB)
P(4) 6

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(4NB)

0,8=6P(4NB)+3P(4nB)-P(4NnB) <=

0,8

< 0,8=8P(4nB) <= P(A4NnB)= 5 < P(4nB)=0,1

Resposta: (A)

5.1 Seja n o numero de bolas brancas no saco B.
A probabilidade de sair bola branca no saco 4 ¢ P(B,)= % =i :
A probabilidade de sair bola branca no saco B ¢ P(B,)= %
Ao tirar, ao acaso, uma bola de cada saco, a probabilidade de sair uma, e uma sd, bola
branca ¢ dada por:
P(BA mB_B)+P(B_AmBB):
Saco 4 Saco B
1 10-n 3 n
=—X +—X—= ua B
4 10 4 10 10
10-n 3n 10—n+3n L B
= t—=—= 4
40 40 40 0= 3
10421 5+n 10
- - n
n B
40 20 3 0
P(B,nB,)+P(B,NB,)=55%< 7 B
5+4n 55 5+4n 11 0= 5
=& =< 10
20 100 20 20
SS5+n=11<n=6
No saco B estdo 6 bolas brancas.
5.2. "C,x"Cyx°C,=756756
ou
!
_ Bt 756 756 ou
S5!x5!x5!
As bolas podem ficar colocadas nas caixas de 756 756 maneiras diferentes.
Porto
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A={zeC:z*=1}; B={zeC:Re(z)>0}

Im(z)} Re(2)> 0
N : . oo . >
Os elementos de A4 sdo as oito raizes de indice 8 da unidade. Os 7 e
- o . Z3 ,_«:,5::::-: ~~:~~\:\::‘ Z)
afixos desses elementos sdo os vértices de um octogono regular Vs .
inscrito na circunferéncia de centro na origem do referencial e raio z L,
N%0
. $ = T _ 8§ _ ) /i Re(z)
igual a 1 =1. Um dos vértices ¢ o afixo de z, =1 dado que 1" =1. \ /
. . \ 4
Cinco dos oito elementos de A(z,, z,, z,, z, € z,) pertencem a B, A
----- B
Z6

ou seja, tém a parte real maior ou igual a zero.
Logo, a probabilidade pedida ¢é g .
Resposta: (D)

71.  A(5,1,3), B(-3,3,5) e V(4,8,10)

O centro da base do cone é C , ponto médio de [A4B].

C(5_3,1+3,3+5j,0useja, C(1,2,4)
22 2

CV =V -C=(4,8,10)—(1,2,4)=(3,6,6)

Seja a o plano da base do cone. Como o cone é reto, [CV] é perpendicular
aos raios da base pelo que ﬁ/(3, 6, 6) ¢ perpendicular ao plano « .

Logo, uma equagdo do plano a € do tipo 3x+6y+6z+d =0.

Como o ponto C(1,2,4) pertence ao plano «, vem 3x1+6x2+6x4+d =0.

3x1+46x24+6x44+d=0=39+d =0 d =-39

Portanto, 3x+6y+6z-39=0< x+2y+22z-13=0 ¢é uma equagio do plano « .

7.2. BV =V-B=(4,8,10)-(-3,3,5)=(7,5,5)
Equagio vetorial da reta BV :
(x, Vv, z) = (—3, 3, 5) + k(7, 5, 5), keR
Ponto genérico dareta BV :
(x,y,2)=(-3+7k,3+5k,5+5k), keR
O plano xQOy ¢ definido pela equagdo z=0.
O ponto (—3 +7k,3+5k,5+ Sk), k € R, pertence ao plano yOz se
5+5% =05k=-"5<k=-1
O ponto pedido obtém-se para k =—1:
(-3+7x(=1),3+5x(=1),5+5x(-1))=(-10,-2,0).

Logo, o ponto de intersegdo da reta BV com o plano xOy tem coordenadas(—lO, -2, 0)
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e 2—x se x<0
X
g(x)z -1 se x=0
In(2x +1)°
W se x>0
¥ =
-X_ [%) -X_ -X_
8.1. limg(x)=lim——>—1lim x(e . D _ iy et
x—0" x—0" X x—0" X x—0" X =
.e'—1 . e’-1
=11rr1e =—11m+e =-1
y—0 —y y—0 y
2 (5)
 In(2x+1)"\ . 2In(2x+1)
im g (1) = lim 1225y 2I0020 D)
x>0 0" 8x° —4x =0 4x(2x-1)
In(2x+1) . | y=n(2x+1) e’ =2x+1<
= lim 2 im = lim ——x—— = o 2x=e'-1
0" 2y 0" 2x =1 yo0te’=1 0-1 N .
Sex—>0",y—>0
XD =x (D =1
hme
y—0" y
g(0)=-1
Como lim g(x)= lim g(x)=g(0), existelim g(x). Logo, g & continua em x =0 .
x>0~ x—0" x—0

8.2. g écontinuaem R.

) . xe'—x x(e ) e l(gj
lim g(x)= lim ——— = lim . 1 =
X—>—00 X—>—00 X X—>—00 X X—>—00 X
) - . 1 .oe” ) Y
= lim © =11m——11me = 0—11me—=—oo
X—>—0  _—x X—>—0 —x X0 —x y=-X y—+o y
e 5 2inGren In(2x+1)
lim g () = lim o P U2 gy 22Dy Xt D
X—>+0 x40 8x7 —4x xa+oo2(4x _2x) X—>+00 4X —2x
. In(2x+1) . 2x+1 y=2x+1
= lim x lim — =
xoto 2x+1 x4yt —2x Sex —> 400, y = 4w

= 1im ™ tim 22X~ 1x lim 2 =1x0=0

yore y x40 4 x x>+ Dy

A reta de equag@o y =0 ¢ a Unica assintota ao grafico da fungdo g (quando x — 40 )
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9. u,—u,,=1,vneNou , =u -1,VneN
(un) ¢ uma progressao aritmética de razdo —1.
Logo, u, =u, +(n—-Dxr,VneNeu, =u, +(n-1)x(-1),vneN <
<u,=u, —n+1,VneN
-1 1
SIOO=OC>L;W’XIOO=O<:>MXIOO=OC>
2u, - 99
&7 5100=0 < 2u,—99 =0 < u, =49,5
Resposta: (D)
10.  f(x)=xsinx

10.1. f’(n)=£i§01f(“+hz‘f(") _

. (n+h)sin(n+h)—nsin(n)

. (m+h)(=sinh)-0
=lim =

h—0 h

— lim(rt h) xlim S
h—0 h—0 h

=—nxl=-1

10.2. Pretende-se determinar a abcissa do ponto P, do 1
grafico da fungdo f, no intervalo ]0, 7|, cuja distancia f
P(x,xsinx)

ao ponto C(1,-1) éiguala2.
d(x)

Como P tem coordenadas (x,sinx) a distancia CP ¢ 0 T X

v

iC(l,—l)

dada por d(x)= \/(x ~1) +(xsinx+1)°
A solugdo da equagdo d(x) =2, no intervalo ]0, rc[ , € 0 valor que se pretende.

Recorrendo a calculadora grafica determinou-se,

-y A
no intervalo referido, a abcissa do ponto de s
intersegdo dos graficos das fungdes
2 1
yl:af(x):\/(x—l)z+(xsinx+1)2 ey, =2
tendo-se obtido o resultado indicado.
Portanto a abcissa pedida ¢ aproximadamente 5 1 i
| N TT

igual a 1,11.
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w=1-1

1.1 W=y +(=1D)" =2
Seja @ um argumento de w

tan@)zT——l

(1,-1)e4°Q

T
= —— ¢éum argumento de w

w= \/Ee{i
w2 ™) (et vae T avEe

Resposta: (A)

11.2. Fazendo z=x+yi, x,yeR, vem

zw+D+z(w+) =4
S (x+pyi)(1-i+)+(x—yi)(l+i+])=d4 <
S (x+y1)(2-1)+(x—yi)(2+i)=4<
S2Xx—x1+2yi+y+2x+xi-2yi+y=4<
S4x+2y=42x+y=2&y=-2x+2

Sao solugdes da condigdo dada todos os niimeros complexos cujos afixos pertencem a reta de

equacido y=-2x+2.

, . - s L . o
Os afixos dos numeros complexos cujo argumento ¢ igual a 7 pertencem a bissetriz do 1.

quadrante, isto €, pertencem a semirreta definida por y=x com x>0 e y>0.

2
X =

{y=—2x+2 {x=—2x+2 {3)6:2
f— = =

3
=X =x =x 2
y y y yzg

, . - . T, 2 2.
O nimero complexo que satisfaz a condi¢ao dada e tem argumento igual a 2 éz= 3 + 51 .
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