Teste de Matematica A

2017 /2018
Teste N.°5
Matematica A
Duracgao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
11.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeragdo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas sdo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas € classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.

As cotagdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificacoes e

escreva, na folha de respostas:

e 0 numero do item;

e aletra que identifica a unica opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificagbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo € pedida a aproximacéao, apresente sempre o valor exato.
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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. Seja f a funcéo definida por f(x) = —g + arcsen (3x).

Quais sao, respetivamente, o dominio e o contradominio desta fungao?

@[3 e t-mol
® =53] e[-3]
(€) [-3,3] e [, 0]

[-33]e |-

(D) [-33]e [-3.3]

(A) 3
(B) 4
(C)5
(D) 6

. Seja (a,) a sucessao de numeros reais definida por:

3a,
Ant1 = 55—
n 3 —4a,’

3
2—4n’

3.1. Mostre, por indugéo, que vn € N, a,, =

3.2. Estude, quanto a monotonia, a sucessao (a,).

3.3. Mostre que a sucessao (a,,) € limitada.

Seja g a fungdo de dominio [—9, +oo[ definida por:

Vx3 4+ 9x2
x2 —3x
gx) = 1 se
1 —x?

2x%2 + x

se

se

neN

x<0
x=0

x>0

. Quantas sao as solugbes da equacgao 10 cos (g + x) =9 que pertencem ao intervalo [—2—“ 11—“[?

3’ 3

Resolva os itens 4.1. e 4.2. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

4.1. Estude a fungéo g quanto a continuidade no ponto de abcissa x = 0.

4.2, Resolva, em R*, a condicdo g(x) < 1;—x

Apresente a sua resposta usando a notacao de intervalos de numeros reais.

A
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4.3. Considere, num referencial o.n. Oxy, a representagao grafica da fungao h, restrigéo da
funcédo g a R*. Sabe-se que:
e 0 é aorigem do referencial,
e A é o ponto de intersecao do grafico da fungdo h com o eixo Ox;
e P é um ponto que se desloca ao longo do grafico da fungao h.
Para cada posigao do ponto P, considere o triangulo [0AP].
Determine as abcissas dos pontos P, com arredondamento as décimas, para os quais a
area do tridngulo é igual a %
Na sua resposta deve:
e determinar analiticamente a abcissa do ponto 4;
e equacionar o problema;

e reproduzir o grafico ou os graficos das fungdes que tiver necessidade de visualizar na

calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial.

FIM DO CADERNO 1

COTAGOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1. 2, 3.1. 3.2 3.3. 41. | 4.2. | 4.3.
8 8 15 15 15 20 20 15 116

A
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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5. Na figura esta parte da representagéo grafica de uma fungao f de dominio R e continua em

R\{1}.

Considere a sucessao de termo geral u,, = Z—: Indique o valor de lim,,_, , » f (u;,).
(A) -1

(B)1

(C) —oo

(D) +o0

6. Considere, num referencial 0.n. Oxyz, a piramide triangular [0ABC].

Os pontos A4, B e C pertencem aos semieixos positivos Ox, Oy e 0z, respetivamente.
O ponto P, de abcissa a, com a € ]0%[ pertence ao plano ABC.

O ponto P desloca-se no plano ABC, de tal modo que é sempre vértice de um prisma
quadrangular regular, em que os restantes vértices pertencem aos planos coordenados.

O plano ABC é definido por 3x + 2y + z = 9.

6.1. Mostre que a area total do prisma é dada, em fungéo de a, por A(a) = —18a? + 36a.
6.2. Determine o valor de a para o qual a area total do prisma é maxima.

6.3. Seja D o ponto de coordenadas (1,—1,1).

Determine as coordenadas do ponto de intersegéo da reta 0D com o plano ABC.
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7. Seja (u,) a sucessao definida por:

b

ZTl

=n"

n

se

se

Qual das afirmacdes seguintes é verdadeira?

(A) A sucesséo (u,) € mondtona.

(B) Nao existe lim,,_, ;. Uy,.

(C) im0 Uy = +00.

(D) lim,,_, ;o U, = 0.

Sabe-se que:

o lim,,_(f(x) —2x+1) =0;

¢ afungao g é definida por g(x)

Flx)+x
x—=1

n <2018
n > 2018

. Sejam f e g duas fungdes reais ambas de dominio |—o, —1].

Prove que o grafico de g tem uma assintota horizontal e indique uma sua equacao.

tangente ao seu grafico no ponto de abcissa 3 é 45°.

. De uma fungao f, diferenciavel em todo o seu dominio R, sabe-se que a inclinagdo da reta

De uma fungédo g, de dominio |—oo, 3[, sabe-se que a reta de equagéo x = 3 é assintota vertical

ao seu grafico.

O valor de lim,_3- (f(::)__:(g) %) é:
(A)O (B)1 (C)6 (D) +oo
FIM DO CADERNO 2
COTAGOES (Caderno 2)
Item

Cotacao (em pontos)

5 6.1. 6.2. 6.3. 7. 8. 9.

8 15 15 15 8 15 8 84

A
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TESTE N.° 5 — Proposta de resolugao

Caderno 1
1. Opcao (A)

sz{XE[R{:—1§3x§1}=[_§’§]

Contradominio de f:

-I< arcsen(3x) < I vxe [—l,l]
2 2 3’3
& -—C-2<f®<

N A

el
o -1 fx) <0, vre |37
D'y = [-m,0]

2. Opcao (D)
10cos G + x) =9 < —10sen(x) =9

< sen(x) = -0,9

Em [—2?“ O[ ha duas solugdes.

Em [0, 2t[ ha duas solugdes.

Hn
3

Em [27[, [ ha duas solugoes.

2T

11m ~ . . ~
Logo, em [ . T[ a equacao admite seis solugdes.

31.P(n):a, = ﬁ

(i) P(1) é verdadeira

3 . .
a; = &a;=-3,0quee verdadeiro.

2—4

(ii) vn € N,P(n) = P(n + 1) é verdadeira.
3
2—4n

P(n):a, =

3

P(Tl+ 1) Any1 = m

H.IL 3
3an ' 3XgTam

3—4a,  3—4x——
n 3 4X2_4n

an+1 =

Voo

Teste N.° 5 de Matematica A_11.° Ano

Calculo auxiliar

1
—1S3x£1(:>—§SxS

W[ =

Calculo auxiliar

( 21T> V3 (111‘[) V3

sen({——)=—— € sen|— ) =——
3 2 3

—g ~ —0,866
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9

— __2-4n  _
3(2—4n)—12
2—4n

9 —
6-12n—12
9 —

—6-12n

— 3 —

—2-4n

_ 3

T 2-4(n+1)

Por (i) e (ii), pelo principio de indugdo matematica, provou-se que vn € N, a,, = ﬁ é uma

proposicao verdadeira.

3 3
32.anm—an =T =
_ 3(2—4n)-3(-2-4n) _
T (~2-4n)(2-4n)

6-12n+6+12n
(-2—-4n)(2—4n)
_ 12

T (~2-4n)(2—-4n)

Como-2—-4n<0,vyneNe2—-4n<0,vn € N, entdio — = > 0,vn € N.
(—=2-4n)(2—4n)

Logo, (a,) € crescente.

. ~ . . 3 3
3.3. Como (a,) é crescente, entdo a; < a,,Vn € N, isto &, —5 <5, VneE N.

Por outro lado, 1 <0,vn e N.
2—4n

Entao, =S < 0,vn € N.
2—4n

. 3 . P P
Provamos, assim, que —><ap < 0,vn € N, isto é, (a,) é limitada.

4.

4.1. g é continua em x = 0 sse existir lim,_,5 g(x), isto &, lim,_,o- g(x) = lim,._,y+ g(x) = g(0).

0

0
lim (x) — lim Va3+9x2 o . [x|Vx+9 _
x-0~9 x—0~ x2-3x x—0— x(x-3)
_ —xXVx+9
x—0~ x(x—3)
—Vx+9

=1 =

x-0~ x-3

-3

-3
=1
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lim (x) = lim 1 1o
+ = = — =
x>0t 9 x—0+2x2+x 0t

Logo, g ndo é continuaem x = 0.

1-x2

4.2. EmR*: g(x) =

2x2+x

1-x2 1-x

1-x
<
g(x)_ x <=>2x2+x_ x

1-x2 1-x
2x2+x x

<0

1-x2 (1-x)(2x+1)
2x2+x x(2x+1)

<0

1-x2-(2x+1-2x%-x)
=
2x2+x

<0

=

1-x2-2x—-1+2x%+x
<0
2x2+x

x%—x

<
2x2+x

=0<<x<1

Calculo auxiliar

1
x2x+1)=0=x=0 vV xz—z
y=2"+x

AL

BN

Calculo auxiliar

*—-x=0=x(x-1)=0=x=0vV x=1

y=x-x

2 +x=02xQ2x+1)=0=x=0 Vv x=—§

y=27+x

X 0 1 400
x% —x - 0 +
2x%* +x + + +

2
xt—x
—_— - 0 +
2x% 4+ x

1
) A (xth A xqt—z)

C.8.=]0, 1]
4.3.
¢ Abcissa do ponto A
Em R*:
1 — x?
— =0=21-x2=0 A 2x24+x+#0
2x% +x
(:)<x=1 vV x=-1
gR*
Sx=1
A(1,0)

Seja x a abcissa do ponto P e, por conseguinte, h(x) é a ordenada de P. Ajoap = ||

2

. . . h(x 1
Assim, pretendemos determinar os valores de x tais que IR(®)| P

2

< |he)| =1

o h(x) =1

N}
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h(a3) L (b.~3)

a=0,7 b=~1,7

As abcissas dos pontos P s&o, aproximadamente, 0,7 e 1,7.

Caderno 2
5. Opc¢ao (D)

. . n+1 .
lim, ;o u, = lim — = lim
n—+4oo n+2 n-+oc n+2

1
g
n—-+o n+2

Sabemos que lirp f(u,) = lim,_,- f(x), entdo, por observagao do grafico de f, lim,,_,; f (u,) = +oo.
n—-+4+oo

6.
6.1. P(a,a,c)

Como P pertence ao plano ABC, vem que:

3a +2a +¢c =9c=9-5a

Logo, P(a,a,9 — 5a)

Comoa € ]Og[ entdoa > 0 e 9 — 5a > 0, logo, estes valores sdo as medidas de comprimento

das faces retangulares. Assim:
A(a) = 2a? + 4a(9 — 5a) =

= 2a® + 36a — 20a® =

= —18a? + 36a c.q.d.

6.2. A'(a) = —36a + 36
Ala)=0=a=1

a 0 1 2
5
Sinal de A’ N.D. 0 N.D.
Variaggdode A | N.D. Max. N.D.
A area total do prisma é maxima paraa = 1.
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6.3. D(1,-1,1)

7.

v

0D=D-0=(1,-11)
0D:(x,y,z) =(0,0,0) +k(1,-1,1),k e R
Logo, (k,—k, k), com k € R, € um ponto genérico de OD.

Como procuramos um ponto de 0D que também pertenca ao plano ABC:

3k—2k+k=9<=>k=§

Ent&o, o ponto de interse¢cdo da reta 0D com o plano ABC tem coordenadas G —%%)

Opcao (D)

_ 52018
Upp1g = 2

_ 1
U2019 = ~ 5579

1
U2020 = 3520

Como uyp1g > Uzp19 € Uzp1g < Usgag, CONClUIMOS que (u,) Ndo € mondtona.

ED" _ im [(=1D)" x %] =0,pois —1 < (-1)" < 1,¥n € N elimy e = 0.

limy, 40 (Up) = limyy oo ~——
n—>+oo

. Sabemos que a reta de equacgéo y = 2x — 1 € assintota obliqua ao gréfico de f quando x — —oo.

Ent&do, vem que:

lim 12 =2

xX—>—co X

Determinemos agora a assintota horizontal ao grafico de g quando x — —oo (note-se que D, €

limitado superiormente):

=3

; fx)
f(x)+x f(X)"'l xl_l)r_noo( x +1) 2+1
lim g(x) = lim = lim — = ~ = —
X—>—00 x—>—00 Xx-—1 xX—>—00 1—= lim (1——) 1-0
X X——00 X.

Logo, a reta de equagéo y = 3 é assintota horizontal ao grafico de g.

. Opgao (C)

Sabemos que m = tg45° = 1. Entao, f'(3) = 1.

Como a reta de equagéo x = 3 é assintota vertical ao grafico de g, entéo ligﬁ_g(x) =t ecomo f é
X—
diferenciavel em R, entdo f é continua em R, logo, lim,_;- f(x) = f(3)

><(x+3)]+ lim £& =

Logo, lim Jim — =

X3~ (f(xjg;—;('b'))

_ f(3) _
_f( 6+ =6+0=6
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