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Modelo de Tobin vs. modelo de Markowitz

o O modelo de Tobin expande o modelo de Markowitz ao permitir o
investimento num activo sem risco

e no modelo de Markowitz, todos os activos tinham risco
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Activo sem risco

o Um activo sem risco caracteriza-se por oferecer uma taxa de
rentabilidade (rf) certa

e por outras palavras oy = 0

e Como a taxa de rentabilidade do activo sem risco nao varia, a
covariancia com a taxa de rentabilidade dos activos com risco é
Zero:

e ou seja, 0¢; = py,; = 0 para qualquer activo com risco ¢
o Um activo sem risco é por exemplo uma obrigacao de curto prazo
de um emitente soberano com capacidade de emitir moedal

o Uma posigao longa no activo sem risco corresponde a um
deposito a taxa ry

e E uma posicao curta corresponde a um financiamento a taxa r

10O que ja néo é o caso dos paises da zona Euro.
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Combinagoes entre activos com risco e o activo sem risco
)

o Consideremos uma carteira de activos com risco C', com
rentabilidade esperada E (r¢) e desvio padrao o¢

@ Se lhe juntarmos o activo com risco, a rentabilidade esperada da
carteira fica
E (Tp) =wckF (7‘0) + wyry

e o desvio-padrao fica

_ 2 .2 2 2 _
op = [wgos +ws oF F2wewsocy = lweoc
~~ ~
0 0

e Se wc > 0, entao 0, = weoc

e Se we < 0, entao 0, = —weoc
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Combinagoes entre activos com risco e o activo sem risco
(2/2)

@ Note-se que da combinacao da carteira de activos com risco com
0 activo sem risco:

e podemos obter qualquer nivel de risco e existem sempre 2 carteiras
para o mesmo nivel de risco (we e —we)

o desde que E (r¢) # ry podemos obter qualquer nivel de
rentabilidade esperada e existe uma tnica carteira para cada nivel
de rentabilidade esperada

Anténio Barbosa (IBS) Investimentos Dia 26: 19/Abr/12



Modelo de Tobin
{ Jelelele)

Capital allocation line (CAL) (1/4)

o Assim, para cada nivel de rentabilidade esperada existe apenas
um tnico e diferente nivel de risco

E(rp) =wcE (rc) +wysry E (r,) = woE (ro) + (1 — we) 7y
op = lwecoc & |lwe| = %
wC"‘r’U)f:l wal—wc
E(ry) =1 +wc[E(rc) —ry] E(r,) :rfiE(’“g‘ii*”fap
< wczﬂ:% & wczi%
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Capital allocation line (CAL) (2/4)

o A equacio para a rentabilidade esperada

E(rc) —rs

E =rrt
(rp) =1y oo P

damos o nome de Capital Allocation Line (CAL)

o No espago média-desvio-padrao, a CAL corresponde a 2
semi-rectas com:

o ordenada na origem 1
E(rc)—ry e _E(rc)—r¢
oc

e inclinagao
oc
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Capital allocation line (CAL) (3/4)

o CAL quando E (r¢) > 1y

E (rp)

- CAL

rf
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Capital allocation line (CAL) (4/4)

e CAL quando E (r¢) < 1y

E(rp) B
wy > 1

rf
0<wy<1

S~ cAL op
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CAL com diferentes taxas para depositos e financiamentos

@ Normalmente, a taxa dos depodsitos (r?) é inferior & taxa dos

financiamentos (7’;)

E (Tp)

CAL

’wf>]. Op
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Expansao do conjunto de possibilidades de inv. (1/3)

o Como é 6bvio, a introdugao do activo sem risco expande o
conjunto de possibilidades de investimento

e continuamos a poder investir em carteiras apenas de activos com
risco

e mas podemos combinar todas essas carteiras com o activo sem
risco

@ Voltemos ao pressuposto de que a taxa de juro sem risco para
depositos e financiamentos ¢ a mesma, 7

@ Se a taxa de juro sem risco for igual & rentabilidade esperada da
carteira de activos com risco de variancia minima, 7y = E (0p)
entao o conjunto de possibilidades de investimento corresponde a
area delimitada pelas assimptotas da hipérbole que define a
fronteira de variancia minima do modelo de Markowitz (apenas
activos com risco)
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Expansao do conjunto de possibilidades de inv. (2/3)

e Quando ry = E ("pup), 0 novo conjunto de possibilidades de
investimento corresponde & regiao entre as 2 semi-rectas

E (rp)

Tf = E (vap) """"""

Ip

Anténio Barbosa (IBS) Investimentos Dia 26: 19/Abr/12



Modelo de Tobin
ooe

Expansao do conjunto de possibilidades de inv. (3/3)

@ E no caso de 7y < E (rmvp), 0 novo c.p.i. corresponde & regido entre as 2
semi-rectas com angulo mais aberto possivel

E (rp)

rf

Ip
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Expansao da fronteira eficiente (1,

o Como deve ter ficado ébvio do grafico anterior, a fronteira
eficiente também se expande
e corresponde agora & semi recta com méxima inclinagao, ou seja,
tangente & fronteira eficiente de Markowitz
e obtém-se combinando a carteira de activos com risco a que
chamamos carteira de tangéncia (na fronteira eficiente de
Markowitz) com o activo sem risco
o A nova fronteira eficiente chamamos de fronteira eficiente
global
o Note-se que, de entre as carteiras da fronteira eficiente de
Markowitz, a carteira de tangéncia é a tinica que é
verdadeiramente eficiente quando consideramos o activo sem
risco; todas as outras deixam de ser eficientes
o Portanto, de todas as carteiras investidas apenas em activos com
risco, apenas uma nos interessa realmente: a carteira de tangéncia
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Expansao da fronteira eficiente (2/2)

rf
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Identificagao da carteira de tangéncia (1/5)

o Podemos identificar a carteira de tangéncia de uma de duas

formas:
e encontrando a carteira de activos com risco da fronteira eficiente
de Markowitz que maximiza a inclinacdo da fronteira eficiente

global
E — 1

max Ms.a.aT = \/ [C’x E(rr)’ —2A X E (rp) + B

E(rr) or D

e ou encontrando a carteira onde a inclinagao da fronteira eficiente

global é igual & inclinagao da fronteira eficiente de Markowitz

(logo as duas sdo tangentes)
E(rp) —ry B 1
O/ L|CE(rr)2—2AE(rr)+B
\/é [CE (TT)2 —2A X E (rr) +B} ol BTE(TT) 7)+B]
OB (r)
o
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Identificagao da carteira de tangéncia (2/5)

@ Pelo primeiro método, resolvemos
E(rp)—r
i (rr) —ry

Blrn) \/Ll) (€% B(rr)’ —24 x B (rr) + B]

@ A condicao de primeira ordem é
1 B % [E (r1) — ] [2%E (rr) — 2%]
V5 [CE(rr)* —24x E(rr) + Bl {% [CE(rr)* = 24E (rr) + B}
©% [CE (rr)* = 2AE (rr) + B] — 5 [E (rr) — 4] [E%E(TT) —25]
{% [CE (rr)? = 2AE (rr) + B] }*
SCE (rr)? —2AE (r7) + B — [E (rr) — 7] [CE (rr) — A] =0
SCE (rr)? —2AE (rr) + B— CE (r1)° + (A+ Cry) E (rr) — Ary =0

Ary — B
C’I‘f—A

e

=0

@(CTf—A)E(TT)—FB—ATf:0<:>E(’I"T) =
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Identificagao da carteira de tangéncia (3/5)

e Usando o facto de D = BC' — A2, podemos rearranjar a expressao
anterior da seguinte forma
A D
E (TT) = 5 - ¢ A
e

o O desvio-padrao da carteira de tangéncia pode depois ser obtido
por substitui¢do na equacgao da fronteira de varidncia minima

1
aT:\/D [CxE(rT)2—2A><E(rT)~|—B
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Identificagao da carteira de tangéncia (4/5)

o Lembrando que E (rmup) = %, daqui se retira facilmente que:

o se Ty = E (Tmyp) = & néo existe uma carteira de tangéncia

@ estamos no caso em que o conjunto de possibilidades de
investimento converge para a érea entre as assimptotas da
hipérbole que define a fronteira de variancia minima de Markowitz

esery <k (rmvp) = %, a carteira de tangéncia é uma carteira
eficiente

o sery > E (rmyp) = %, a carteira de tangéncia é uma carteira
ineficiente!
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Identificagao da carteira de tangéncia (5,

@ Pelo segundo método
E(rp)—ry B 1

o/ L|CE(r)2—2AE(rr)+B
\/Ll) [CE (rr)? — 2AE (rr) +B} Vol A ]

)
E(rp) —ry 1
)

=

5= [2CE(rr)—2A]
2 2D
\/1% [CE (rr)” —2AE (rr) + B} \/ L[CE(rr)?—2AE(rr)+B|

1 [CE (r)? — 2AE (1) + B]

N E(rr) —ry _ i
\/g, [CE (rr)? — 24E (rp) + B} 5 [CE(rr) = 4]
&5 [CE (rr) ~ A[E (rr) — rf] =  [CB (rr)? ~ 24B (rr) + B]
_ D
SE(rp) = M & E(rp) = % - rfcj%
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Escolha da carteira 6ptima (1/4)

o Tal como no modelo de Markowitz:

e apenas as carteiras que compoem a fronteira eficiente global
poderao vir a ser escolhidas por investidores nao saciaveis e
avessos ao risco

@ ou seja, existe uma Gnica carteira de activos com risco (a carteira
de tangéncia) que pode vir a ser escolhida

@ s6 ndo sabemos é qual a combinagao 6ptima entre o activo sem
risco e a carteria de tangéncia

e qual das carteiras da fronteira eficiente global é escolhida
dependeré da funcao de utilidade do investidor

e a carteira Optima correspondera ao ponto de tangéncia entre uma
curva de indiferenga e a fronteira eficiente global
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Escolha da carteira 6ptima (2/

Fronteira eficiente global

\

Carteira de tangéncia

rf
Carteira 6ptima

Op

Anténio B S (IBS g mentos



Modelo de Tobin
000000000

Escolha da carteira optima (3/4)

o Para identificar a carteira 6ptima analiticamente, procedemos
como no modelo de Markowitz

(&7 E (T ) Tf
E = E - 2 . . = pi
Ir%%)}g [U (W) (rp) 5%p S0 op () =7 or

SE(rp)= rf—s—% op (f.eg.)
@ Substituindo na fungdo objectivo, o problema fica
o E(Tp)_rf>2 2

max E[U (W) =FE(ry,) — = | ———

By PO = Brw) =5 <E(TT> — 7y

o A condicao de primeira ordem é
o E(ry) =y o2
[E (r7) — ry]
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Escolha da carteira 6ptima (4/4)

@ Podemos ver que:

e quanto maior a aversdo ao risco («), menor a rentabilidade
esperada da carteira 6ptima

o logo, menor o seu risco
@ ou seja, investe-se mais no activo sem risco e menos na carteira de
tangéncia

e No limite quando o investidor é extremamente avesso ao risco,

E (r;‘) =17, ou seja, este apenas investe no activo sem risco

imentos
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