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Aversao ao risco e nao saciedade nao bastam (1/2)

e Sabendo apenas que os investidores sao avessos ao risco e nao
sacidveis ja conseguimos reduzir substancialmente o leque de
carteiras que interessam:

e do conjunto de possibilidades de investimento, apenas as carteiras
eficientes poderao vir a ser escolhidas por investidores avessos ao
risco e nao saciaveis

e carteiras nao eficientes nao sao escolhidas porque existem outras
que:

@ proporcionam menor risco para o mesmo nivel de rentabilidade, o
que é atractivo para um investidor avesso ao risco

@ ou proporcionam maior rentabilidade esperada para o mesmo nivel
de risco, o que é atractivo para um investidor nao sacidvel

e ou as duas coisas em simultaneo
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Aversao ao risco e nao saciedade nao bastam (2/2)

e No entanto, qual das carteiras eficientes é a escolhida, depende da
funcao de utilidade do investidor:
e isto porque, carteiras eficientes com maior rentabilidade esperada

acarretam necessariamente maior risco
e assim, a carteira 6ptima dependera do nivel de aversao ao risco
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Funcao de utilidade (1/5)

o Como temos vindo a trabalhar com um modelo média-varidncia,
convém ter uma funcao de utilidade que dependa apenas da
rentabilidade esperada e da varidncia

o Ha 3 formas de obter tal funcao de utilidade

@ A primeira é especificando directamente que
a o
EUW)=E(rp) — z0,, >0

em que « é o coeficiente de aversao ao risco
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Funcao de utilidade (2/5)

e A segunda é assumindo uma funcéo de utilidade quadratica sobre
a riqueza

E[U (W) =bE (W) —aE (W?)
=bE (W) —aE (W)* — aVar (W)
= bE [Wo (1+7p)] —aE [Wo (14 7,)]* — aVar [Wo (1 +1,)]
= bWy + WoE (1) — aWZ [1 + E (r,)]° — aWVar (1)
o Isto sugere entao uma fungéao de utilidade da forma

_ 2 2
EUW)= B E(rp)— o [I+E(@m)) - o o,
=bWo =aW¢ =aWg
em que « é o coeficiente de aversao ao risco
o Note-se que o termo constante bWy pode ser ignorado, dado que
nao influencia a relagdo entre rentabilidade esperada e risco:

e logo a carteira 6ptima nao depende do termo constante
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Funcao de utilidade (3/5)

e Por iltimo, assumindo qualquer funcao de utilidade e que a

rentabilidade tem uma distribui¢ao normal, r, ~ N (E (rp) ,012,)

o Nesse caso, a riqueza tem distribuicao

W =Wo(L+m)~N|Wo[l+E(r)], Wo?
%/_/H/_/

% 2
H o2

o A expansao de Taylor da utilidade em torno da riqueza média
(nw) é

U (W) =U () + U Guaw) (W = ) + 507 o) (W = )’

1 1
+ 5 U™ () (W = pw )’ + " (ww) (W = pw )+

Anténio Barbosa (IBS) Investimentos Dia 22: 27/Mar/12



Fungao de utilidade
00000e0

Funcao de utilidade (4/5)

@ O valor esperado sera

B[V (W)] =U (uw) + U (uaw) B — i) 450" (o) E (W = )’

———— ———
0 o2,
+ lU/// ( ) E {(W _ 3 lU//// El(W— 4
3] pw fow) BT (bw) E |( pw)” | 4
N—— N——
0 30‘4,1,

1 1
= U(,LLW) + §U” (/lW) 0"2/{/ + IU”H (,LLW) 30’?}[] + e
uma vez que se W ~ N (MW; 0'12/1/) entao

0 se n impar

o, (n—1) sen par

E(W—Nw)nz{
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Funcao de utilidade (5/5)

o Logo, se a rentabilidade tem uma distribuicao normal a utilidade
esperada dependera apenas da média e da varidncia para
qualquer funcao de utilidade U (W)

o afinal de que mais poderia depender se a média e varidncia sao os
dnicos pardmetros da distribui¢cao normal

@ No entanto, nem todas as funcoes servem:

e para que os investidores sejam nao sacidveis é necessario que
w > 0, ou seja, que as derivadas impares da funcao U (W)
sejam néo negativas (U' (W), U (W), U (W), etc.)

e para que os investidores sejam avessos ao risco é necessario que
E . . -
% < 0, ou seja, que as derivadas pares da fungao U (W)
w

sejam nao positivas (U” (W), U"" (W), U (W), etc.)

Anténio Barbosa (IBS)

Investimentos



Curvas de indiferenga

Outline

© Curvas de indiferenga

imentos



Curvas de indiferenga
000000

Curvas de indiferenca (1/2)

o Uma curva de indiferenca no espago média-variancia representa
as combinagcoes de rentabilidade esperada e risco que
proporcionam a mesma utilidade

o Por exemplo, assuma-se que a funcao de utilidade é

E[U(W)] = E(r,) ~ 50
e As seguintes carteiras proporcionam a mesma utilidade (e logo
estao situadas na mesma curva de indiferenca):
o E(ry) = 3%, 02 = 0%: E[U(W)] = 0.03
o E(ry) = 5%, ag = 1%: E[U(W)] = 0.05 2 x 0.01 = 0.03
o E(ry) =%, 02 = 2%: E[U(W)] = 0.07 -2 x 0.02 = 0.03
e Ou seja, por cada 1% de risco adicional (variancia), o investidor
“exige” uma remuneracao adicional de 2% para obter a mesma
utilidade esperada:

o isto é um reflexo da aversao ao risco
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Curvas de indiferenca (2/2)

o Note-se que se o nivel de aversao ao risco for superior, o investidor
exigird um acréscimo de rentabilidade esperada superior
e Refazendo os calculos para a = 6 (em vez de o = 4)
o E(rp) =3%,02=0%: E[U(W)]=0.03
o E(ry) =6%, 02 =1%: E[U(W)] =0.06 — 3 x 0.01 = 0.03
o E(ry) = 9%, 02 = 2%: E[U(W)] = 0.09 — 3 x 0.02 = 0.03
e Ou seja, agora por cada 1% de risco adicional (variancia), o
investidor “exige” uma remuneragao adicional de 3% (e nao 2%)
para obter a mesma utilidade esperada
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Geometria das curvas de indiferenca (1/3)

o Esta funcao de utilidade implica que as curvas de indiferenca sao:

e linhas rectas com inclinagao positiva no espaco média-varidncia
e curvas convexas com inclinacao positiva no espago
meédia-desvio-padrao
o Isto pode ser verificado calculando o diferencial total da utilidade
esperada
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Geometria das curvas de indiferenca (2/3)

@ No espago média-variancia

OE (rp) — %02 0 [E (rp) — §o
dE[U (W)] = [ éE)(Tp)Q p]dE(rp)Jr [ (8()72 : ]df,
— dE (rp)—%da};

e A curva de utilidade é obtida fixando dE [U (W)] = 0, obtendo

dE (rp) = %daﬁ

o que ¢ uma linha recta com inclinagao § >0

@ Note-se que a curva de indiferenca é tanto mais inclinada quanto
maior o nivel de aversao ao risco
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Geometria das curvas de indiferenga (3/3)

@ No espaco média-desvio-padrao

0 [E (rp) — §0}]
PGy | G0

= dFE (rp) — aopdoy,

dE[U (W)] =

e a curva de indiferenca é
dE (rp) = aopdop

o Uma vez mais:
e a inclinacao ¢ positiva, dado que aop, > 0
e a inclinacao é tanto maior quanto maior o nivel de aversao ao risco
@
e No entanto, a inclinagao aumenta & medida que o, aumenta, o
que faz com que as curvas de indiferenca sejam convexas no
espago média-desvio-padrao
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Representagao das curvas de indiferenga

A

Utilidade crescente

=

0 Gp

@ Note-se que a utilidade aumenta & medida que nos deslocamos para
noroeste:

e maior rentabilidade esperada
e menor risco
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Escolha da carteira 6ptima: graficamente (1/2)

o Graficamente, a carteira 6ptima corresponde ao ponto de
tangéncia entre a fronteira eficiente e uma curva de indiferenca

@ Se assim nao for:

e ou a curva de indiferenga nao toca no conjunto de possibilidades
de investimento, e logo o correspondente nivel de utilidade nao
pode ser obtido

e ou a curva de indiferenca intersecta a fronteira eficiente em dois
pontos

e no ultimo caso qualquer carteira entre esses dois pontos de
intersec¢ao proporcionara uma utilidade superior
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Escolha da carteira 6ptima: graficamente (2/2)

Carteira optima
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scolha da carteira 6ptima: analiticamente (1/
Escolha d t i lit te (1/2

o Analiticamente, o problema que pretendemos resolver é

g;g;gE [UW)]=E(rp) =50,

sa.0? = % [Cx B ()~ 24 % E(r,) + B]

@ Substituindo a restri(;éo na fungao objectivo

E E —2A X E B
maxcE (1) = § 5 [0 B (1) =24 x B () + B
e A condicao de primeira ordem é
C A C A
) (rp)—i—aD 0<:>aD (rp) +tap
D+ aA
SF (rp)" = prad

aC
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scolha da carteira 6ptima: analiticamente (2/
Escolha d t i lit te (2/2

e Quanto maior a aversao ao risco (a), menor a rentabilidade
esperada e variancia da carteira éptima
OE (r,)" A C(D+4+aA) aAC—-CD—-aAC D

da aC  (aC)? (aC)? “azc <

dadoque D >0e C >0

o No limite, um investidor extremamente avesso ao risco escolhe a
carteira de varidncia minima

. D+aA A
m — = —=
a—+00 aC C
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