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Conjunto de possibilidades de investimento

o Fazendo variar os pesos da carteira, podemos construir um
numero infinito de carteiras com base em 2 ou mais activos

e note-se que nao temos que nos restringir a pesos positivos w; > 0

e podemos considerar também pesos negativos

e pesos positivos significam que adquirimos o activo (posi¢ao longa)

e pesos negativos significam que vendemos o activo a descoberto
(posigao curta)

e ou seja, pedimos o activo emprestado para o vender hoje por Py

e voltamos a adquirir o activo numa data posterior ao preco de P;
para o devolver

o desde que Py < Py obtemos um lucro (desvalorizagoes do activo
proporcionam um lucro para uma posi¢ao curta)

@ Ao conjunto de todas carteiras que se podem construir chama-se
de conjunto de possibilidades de investimento (feasible
portfolio set)
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Fronteira de variancia minima (1/2)

@ De entre as carteiras que constituem o conjunto de possibilidades
de investimento investidores nao saciaveis e avessos ao risco estao
apenas interessados:

o naquelas que minimizam a variancia (logo também o
desvio-padrao) para uma determinada rentabilidade esperada
(aversao ao risco)

e e naquelas que maximizam a rentabilidade esperada, para uma
determinada variancia (ndo saciedade)

@ Ao conjunto de carteiras que minimizam a varidncia para uma
determinada rentabilidade esperada chamamos a fronteira de
variancia minima (portfolio frontier)

o As carteiras que se encontrem sobre a fronteira de variancia
minima, chamamos de carteiras de fronteira (frontier portfolio)

e um investidor avesso ao risco ird sempre escolher uma carteira de
fronteira
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Fronteira de variancia minima (2/

@ Se existirem apenas 2 activos, existe uma tnica carteira para
cada nivel de rentabilidade esperada

e nesse caso o conjunto de possibilidades de investimento coincide
com a fronteira de varidncia minima

@ Mas se existirem 3 ou mais activos, o nimero de carteiras com a
mesma rentabilidade esperada é infinito!
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Deducao da fronteira de variancia minima

o Para obter a fronteira de varidncia minima temos que:

e encontrar a carteira que minimiza a variancia para uma
determinada rentabilidade esperada E (rp)

o determinar a varidncia dessa carteira

e ja temos um ponto da fronteira de varidncia minima

o agora fazemos variar F (r,) para obter os restantes

e O problema de optimizacdo que temos que resolver é

n n
min o, = W;W;j05

{wi,...,wn} ==
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Boas noticias...

@ As boas noticias sdo:

e com apenas 2 activos, ndo temos que resolver o problema de
optimizagao, pois existe uma tunica carteira para cada nivel de
rentabilidade esperada

e notem que temos 2 restrigoes:

w1 E (r1) + woE (r2) = E (1)

w1 +we =1
e para determinarmos 2 incognitas:

Wi, W2
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e noticias ainda melhores

o As noticias ainda melhores sdo:

o afinal nao esta previsto no programa que tenham que deduzir a
fronteira de varidncia minima para mais do que 2 activos
e ja podem respirar de alivio!
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Dedugao da front. de variancia minima p/ 2 activos (1/4)

e Com apenas 2 activos (com uma rentabilidade esperada
diferente), temos entao que

{le (r1) + woE (r2) = E (rp)
w1 + wo = 1

o Da segunda equacao retiramos que
Wo = 1-— w1
@ Substituindo na primeira

w1 E (r1) + (1 —wi) E(r2) = E (rp)
swy [E(r1) — E(r2)] = E(rp) — E (r2)
E(rp) — E(r2)

T B () — B (ra)
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Dedugao da front. de variancia minima p/ 2 activos(2/4)

oy = Bl = E(r)
E(r1) — E(r2)

o Esta é tinica combinacao dos 2 activos que permite alcangar uma
rentabilidade esperada de E (7))

e Supondo que E (r1) > E (r2), entdo:

o se quisermos E (r2) < E (rp) < E (r1) temos que tomar uma
posicao longa nos 2 activos

o se quisermos E (r,) < E (r2) temos que tomar uma posigdo curta
no activo 1 e longa no activo 2

o se quisermos E (r,) > E (r1) temos que tomar uma posigdo curta
no activo 2 e longa no activo 1
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Dedugao da front. de variancia minima p/ 2 activos(3/4)

o Uma vez determinada a carteira tinica com rentabilidade
esperada de E (1)) resta-nos determinar a sua variancia

2 2 2 2 2
0p = W01 + w3205 + 2wW1w201 2

R | e

_ [B(rp) =B ot +[Ber) -~ E(rp)]* o3 +2[B(rp) ~ ECra)][E(r1) B (rp)]o1.2
[E (1) = E (r2))?

o Nota:

e isto parece mais complicado do que é
o quando resolverem exercicios saberao os valores de F (r1), E (r2),
0%, 03 e 01,9, pelo que as expressoes simplificam bastante
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Dedugao da front. de variancia minima p/ 2 activos(4/4)

o Agrupando os termos E (r,)%, E (r},) obtemos

1
2 2
== [c x E (rp)% — 24 x E(r,,)+B}
em que
4_ E(r2)oi + E(r1)os — [E(r1) + E(r2)] 01,2
B V]
B_ E(ro) ol + E(r1) o3 —2E (r1) E (r2) 01,2
V]
2 2
C = o1+ 05 —2012
Vi
p=po— A= E) —E(r)
V]
V| =olos —of,
e Nota:

e mais uma vez, com nimero isto nao fica tdo medonho!
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Geometria da fronteira de variancia minima (1/2)

1
on=> CxE(rp)2—2A><E(rp)—|—B}

o Assim, a fronteira de varidncia minima, no espago
média-variincia, é uma parabola
o devem ter falado de parabolas no secundario

@ Rearranjando,

o Temos entao que, no espago média-desvio-padrao a fronteira
de varidncia minima é uma hipérbole com:

e centro em [0y, E (rp)] = |0, %]

o assimptotas E (r,) = 2 £ /20,

Anténio Barbosa (IBS)
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Geometria da fronteira de variancia minima (2/2)

Efficient frontier
L
Global Individual
________ minmun-f e C N e e
variance s : :
portfolio \ Minimum-variance frontier
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Fronteira de variancia minima para mais de 2 activos

@ A equacao da fronteira de varidncia minima para mais de 2
activos é a mesma

1
2= [(J x B (rp)2 — 24 x E () +B}
@ A tunica diferenca estd na expressao para os coeficientes A, B, C' e

D

e nao faz parte dos objectivos da cadeira determinar estes
coeficientes
e mas tém que saber trabalhar com a equagao da fronteira de
varidncia minima
e por exemplo, verificar se uma determinada carteira esta ou néo na
fronteira
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Carteira de variancia minima (1/3)

e Dado que a fronteira de varidncia minima é uma parabola, existe
uma carteira de varincia minima (minimum variance
portfolio)

o Podemos determinar a varidncia e rentabilidade esperada desta
carteira de 2 formas:

e resolvendo

. 1 2
ér(lgl)d;g: D [CXE(rp) —2A><E(7°p)+B}

o ou observando que a hipérbole tem centro em [0, E (r,)] = [O, %]

o significa isto que E (rmup) = g

° anvp obtém-se substituindo E (rmvp) = % na equagao da fronteira
de varidncia minima
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Carteira de variancia minima (2/3)

@ Vamos resolver o problema

. 1
g%i?)ggzﬁ {CxE(rp)2—2A><E(rp)+B

@ A condicao de primeira ordem para o minimo é

ooy 90 x E 94| = 0 & E A
BE (Tp) < = D [ X (Tp) - ] - - (rp) C

e Para verificar que é mesmo um minimo, temos que verificar a
condicao de segunda ordem
&0 _ 20

———~ = — > (0 = minimo
OE (Tp) D
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Carteira de variancia minima (3/3)

e Substituindo E (ryp) = % na equacao da fronteira de variancia
minima
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Fronteira eficiente (de Markowitz) (1/2)

o A carteira de variancia minima divide a fronteira de variancia
minima em 2 regioes simétricas:

e a parte superior da fronteira de varidncia minima, em que
E (rp) > E(rmup), € designada por fronteira eficiente (de
Markowitz)

e e uma parte inferior que é a “reflexao ao espelho” da fronteira
eficiente

e ou seja, a fronteira de varidncia minima tem 2 carteiras para o
mesmo nivel de risco; dessas 2, aquela que tiver a maior
rentabilidade esperada pertence & fronteira eficiente

o Assim, a fronteira eficiente representa o conjunto de carteiras com
rentabilidade esperada maxima, para um determinado nivel de
risco
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Fronteira eficiente (de Markowitz) (2/2)

/
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Carteiras eficientes

o As carteiras que compoem a fronteira eficiente chamam-se
carteiras eficientes

@ Um investidor nao saciavel e avesso ao risco escolhera sempre
uma carteira eficiente:

e qual exactamente depende da sua fungao de utilidade
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