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Fundamentacao da duracao enquanto medida de risco de
taxa de juro (1/3)

e Ja vimos que a duragao tem as propriedades que desejavamos
para uma medida de risco de taxa de juro

(]

Vamos agora fundamentar a sua utilizagao como medida de risco
de taxa de juro de forma mais rigorosa

o Para simplificar assuma-se que a yield curve é flat

e mais tarde vamos relaxar este pressuposto

@ A expansao de Taylor de 1? ordem para a variacao do preco da
obrigacao em resultado de um choque na taxa de juro r é
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Fundamentacao da duracao enquanto medida de risco de
taxa de juro (2/3)

ABy~ 2P0 p = 9 (Zi i) Ar— imm
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Fundamentacao da duracao enquanto medida de risco de
taxa de juro (3/3)

e Assim sendo, a quanto maior a duragdo, maior a sensibilidade do
preco da obrigacao a variacoes da taxa de juro:

e note-se o sinal de menos, que significa que uma subida de taxas de
juro implica uma descida no prego da obrigacao

@ Rearranjando a ultima equagao, descobrimos que

AB
ABO%—DM A’I" BOO ><1+’I"

By 147 % r

elasticidade preco—taxa de juro

o Temos entao que a duracao de Macaulay é proporcional &
elasticidade preco-taxa de juro

Anténio Barbosa (IBS) Investimentos Dia 17: 15/Mar/12



Convexidade (1/4)

o A féormula

AB, DM
BO - 1+7r

é apenas uma aproximagao:

e ignoramos todos os termos da série de Taylor de ordem superior a
primeira (aproximagao linear)

e e sabemos que a relagao entre o preco da obrigagao e a taxa de
juro é convexa (logo nao linear)

e por isso s6 é indicada para pequenas variacoes da taxa de juro:

o as subidas de prego em reposta a descidas de taxa de juro sdo
subestimadas
o e as descidas de preco sdo sobreestimadas

o Para melhorar a qualidade da aproximacao, vamos considerar
uma expansao de Taylor de 22 ordem, para termos em conta a
convexidade
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Convexidade (2/4)

8By 19°?By
ABy ~ 73 Ar +§ o2

(Ar)*

@ O primeiro termo ja conhecemos; vamos tratar do segundo

2 n CFj n CF
8ZB°A 2 _ o (Eﬂ'zl (1+r)tf) 2 _ 0 [ijl ( t’<1+r>tﬂ+1)] Ar)?
arz o7 T or? (Ar)" = or (Ar)
- CF; CF; Ar \?
2 [t] (t; + )(Hr)tﬁz} g [t] t + (Hm] <1+r)
n ﬂ 2
(1+n)ti Ar
= (t; +1 B
2 t (L +1) =g 0<1+T)

Convexidade (C)
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Convexidade (3/4)

o Temos entao que a variagado no preco da obrigagao pode ser
aproximada por

8B0 8230 2
AB A
0~ 5 ATt g5 (A7)
Ar 1 Ar 2
— _DM x B ~Cx B
X B a0 O<1—|—r>
ABy Ar 1 Ar \?2
=~ _DMm —
~ By 1+T+20(1+r>

@ Note-se que a convexidade é positiva e logo:

e variacoes positivas da taxa de juro tém menor impacto no prego
da obrigacao do que variagoes negativas de igual magnitude
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Convexidade (4/4

@ Se a yield curve nao for flat, a formula para a convexidade é

n __c°K
4+ )15
C=>|tj(t;+1) 7[1—&-7"(;,;])] J

i1
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Convexidade de uma carteira de obrigacoes

o Tal como para a duracao, a convexidade de uma carteira de m
obrigagoes ¢ dada por

m

co=> ¢’ i :Zcﬂgfg]

m J
j=1 Zj:l Bo j=1

e (C° é a convexidade da carteira

° CJ: é a convexidade da obrigagao j

o B} é o valor justo da obrigagao j

e B§ é o valor justo da carteira de obrigacoes
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Generalizacao para yield curves nao flat (1/3)

@ A expressao

ABy Ar 1 Ar \?
~— -C
By DM1+r+2 (1+r>
é generalizavel para yield curves nédo flat
@ No entanto, precisamos de fazer um pressuposto extras:

e & necessario que as taxas de juro para todos os periodos se altere
com base em choques multiplicativos

ArOt) iy
1+7r (0; tj)
e o que implica que
Ar(0;t5) = A1+ 7(0;¢5)]

&1’ (0:t5) =7 (03t5) + AL+ 7 (0;¢;)]

S1+7(05t5) = (L+ A)[L+7(0;¢5)]
@ Note-se que um choque multiplicativo na yield curve nao significa que a

yield curve se desloque paralelamente, como consta na sebenta
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Generalizacao para yield curves nao flat (2/3)

o Se fixarmos A = 0, podemos escrever

n

CF,
o= 2 N s r T

Jj=1

o Para uma yield curve nao flat calculamos a expansao de Taylor
para variagoes do preco da obrigacao decorrentes de choques
multiplicativos A

0By

1 0°By
ABy~ — AN+ =
x|, T2 |,

o Mas como AA=A—0= ),
0By

O

AN?

ABO ~

A=0 2 0N A=0
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Generalizacao para yield curves nao flat (3/3)

@ Por exemplo, o primeiro termo vem igual a

d (Z?:1 {(Hx)[lifzo:tj)]}tj) A

0By

ge0 A=
oA |y oA
A=0
- CF;
= I [T+ 7(0;t;)] ) A
;;( JU+r@ﬁﬂw+l[ " ”0
CF;
LN (R o v 173
_ Z t; [1+7“('gtj)] J Bo
j=1 0
DFW

@ Repetindo para o segundo termo, obtemos

ABy
0

1
zADFWxA+§CxV
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Exemplo 1

Exemplo 1

Considere as seguintes obrigagoes:
(A) OCZ com maturidade dentro de 6 meses e By = 99, 7509;
(B) obrigacao com cupao anual de 4,5%, maturidade dentro de 2
anos e By = 106, 4022.

As taxas spot a 6 meses, 1 ano e 2 anos sao 0,5%, 0,75% e 1,25%,
respectivamente.

Calcule: a DFW e convexidade (com base na yield curve apresentada)
de cada uma das obrigagoes.
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Duragao de Fisher-Weil

o A DFW da OCZ é a sua maturidade, 0,5 anos

o Para a obrigacao com cupao

CF;
140,
DFWpg = ti—————
B = Z By
7=1
45 104,5
RN T oroZ
AH075%)T o (14125%)
106, 4022 106, 4022
— ~—
0,0420 0,9580

= 1,9580 anos
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Convexidade

o A convexidade da OCZ é simplesmente
Cs=0,5(140,5)=0,75

o E a convexidade da obrigagao com cupao é

CF;

" 1+47(0,t,)]%
Cp =3t (t; + 1) LI (BOJ”

i
45 104,5
(140,75%)* (141,25%)>
— (14 1) x LT 994 1) LEL2%)
(14 1) > 106, 4022 722+ * J06 2029
— —
0,0420 0,9580

= 5,8321
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Exemplo 2

Exemplo 2

Retomando o exemplo 1, calcule o prego das obrigagoes nos seguintes
cenarios:

(i) choque multiplicativo de +0,1%

(ii) choque multiplicativo de -0,1%

(iii) choque multiplicativo de +1%

(iv) choque multiplicativo de -0,45%

Considere aproximagoes utilizando apenas a duracao e também
aproximagoes utilizando a duragao e convexidade. Compare com o
valor exacto das obrigagoes.
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Choque multiplicativo de +0,1% (1/2)

@ Apos o choque multiplicativo, as taxas spot a 0,5, 1 e 2 anos ficam
7 (0;0,5) = 0,5% + 0, 1% (1 + 0,5%) = 0,6005%
r(0;1) = 0,75% + 0,1% (1 4 0, 75%) = 0,8508%
r(0;2) = 1,25% + 0,1% (1 + 1,25%) = 1,3513%
@ A aproximacgao para o preco da OCZ utilizando apenas a duracao é
ABg
Bt
:>B(34/ = BS‘ — DFW x A x Bg1 =99,7509 — 0,5 x 0,1% x 99,7509 = 99, 7011

~—-DFW x A= -0,5x%0,1% = —0,05%
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Choque multiplicativo de +0,1% (2/2)

@ Utilizando a duragao e convexidade

AB§
B3

2
szFWx/\qL%CX)?:70,5X0,1%+M270,05004%

:>Bg"ng;‘—DFWxAng‘Jr%Ox,\?ng‘

1
= 99,7509 — 0,5 x 0,1% x 99,7509 + 50,75 x 0, 1%2 x 99,7509 = 99, 7011

@ O prego exacto da obrigagao é

100

Bl =
® 7 (1+0,6005%)%°

= 99,7011
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Quadro resumo

@ Os calculos para a obrigacdo com cupao e para os outros 3
cenérios é semelhante

@ Os resultados sao apresentados na seguinte tabela

Choque Obrigagao A Obrigagao B
multiplicativo | Duracdo D+Conv  Exacto | Duraggo D+Conv  Exacto
0% 99,7509 106,4022
+0,1% 99,7011 99,7011 99,7011 | 106,1938 106,1942 106,1942
-0,1% 99,8008 99,8008 99,8008 | 106,6105 106,6108 106,6108
+1% 99,2522 99,2559 99,2559 | 104,3188 104,3498 104,3494
-0,45% 99,9754 99,9761 99,9761 | 107,3397 107,3460 107,3460

@ Note-se que a convexidade melhora a qualidade da aproximacao,
mas continuam a existir erros de aproximacao
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Exemplo 3

Retomando o exemplo 1, calcule a DFW e convexidade de uma
carteira de obrigagoes investida 25% na OCZ e 75% na obrigacao com
cupao (percentagens relativas ao valor de equilibrio da carteira)

@ A DFW da carteira é

DFWe =25% x DFW4 + 75% x DFWg
=25% x 0,54+ 75% x 1,9580 = 1,5935

@ E a convexidade da carteira é

Co=25%xCyq+75% x Cp
=25% x 0,754+ 75% x 5,8321 = 4,5616
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