Estatistica |

Teoria das probabilidades



Experiéncia aleatoria

» Teoria das probabilidades: estuda os fendmenos aleatérios ou seja os
acontecimentos influenciados pelo acaso.
» Na base esta o conceito de experiéncia aleatoéria, cujas caracteristicas sao:
= Pode ser repetida em condi¢cdes semelhantes;

= Embora se conhecam todos os resultados possiveis ndo se conhece o resultado
de cada experiéncia;

= Regularidade, quando a experiéncia € repetida muitas vezes

Experiéncia deterministica:
temperatura de entrada em
ebulicao da agua

Experiéncia aleatoria:
langamento de uma moeda
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Espaco de resultados

» Espaco de resultados (Q): conjunto de todos os resultados possiveis que
se podem obter na realizacao de uma experiéncia
» Exemplo:
= Experiéncia aleatoéria: lancamento de uma moeda ao ar
= Espaco de resultados: Q={cara, coroa}
» QO espaco de resultados:

= Discreto: contem um numero finito ou infinito numeravel de elementos
Exemplo: langamento de uma moeda ao ar

= Continuo: contem um numero infinito ndo numeravel de elementos
* atemperatura do ar medida ao longo de 24 h
» Os elementos podem ser indicados em:
= Extensao: Q={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}
= Compreenséao: Q={(i,j): 1<i<3, 1<j<2}
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Acontecimento

» Acontecimento: € um subconjunto A & Q.
» Diz-se que o0 acontecimento A se realizou se o resultado da
experiéncia aleatoria w € um elemento de A
» Exemplo:
= Exp aleat6ria: lancamento de um dado: Q={1,2,3,4,5,6}
= Acontecimento:
= saida de uma face superior a 2: A={2,3,4,5,6}
= Saida de uma face inferior a 1 A={} : Acontecimento impossivel
= Saida de uma face superior a 0: A={1,2,3,4,5,6} : Acontecimento certo

> Algebra dos acontecimentos:

= Dada uma sucesséo infinita de acontecimentos, A,, A,, ..., define-se:

* a sua uniao L:JlAi como sendo o acontecimento que ocorre se e sO se
ocorrer pelo menos um dos acontecimentos A
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Acontecimento

> Algebra dos acontecimentos:

= Dada uma sucessédo infinita de acontecimentos, A,, A,, ...,
define-se a sua intersecgao A como sendo o acontecimento
que ocorre se e so se todos os acontecimentos A ocorrerem

= Dados dois acontecimentos A e B, define-se diferenca entre dois
acontecimentos como sendo o acontecimento constituido por
todos os elementos de A que nao pertengcam B por

A-B=A\B={w: w €A e w ¢B}

= Dois acontecimentos dizem-se mutuamente exclusivos ou
incompativeis se ANB=J
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Propriedades

Propriedades Uniao Interseccao
Comutativa AUB=BUA ANB=BNA

Associativa AU(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(ANB)NC
Distributiva AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Elemento neutro AUG=A ANQ=A

Elemento absorvente AUQ=0Q ANG=Q

ldempoténcia AUA=A ANA=A

Lei do complemento AUA=Q ANA=Q

Leis de Morgan AUB=ANB ANB=AUB
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Axiomas da teoria das probabilidades

» Dado um acontecimento A de Q, probabilidade € uma funcio
P():A —[0,1]

que satisfaz os seguintes axiomas:
= P[A]20, paratodoo A € Q
= P[Q]=1
= P[ QAi 1= iZ:,P[Ai] , em que A, sdo acontecimentos definidos em Q

n
e mutuamente exclusivos, ou seja [ |A =0
i=1
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Conceitos de probabilidades

» Classico (a priori): Consideremos uma experiéncia aleatéria com N
resultados possiveis, mutuamente exclusivos e igualmente provaveis.
Seja n, o numero de resultados favoraveis a um acontecimento A.
Entao

P[A]= %A

= Exemplo: num lancamento de um dado, seja A - “saida da face
um”. Entdo P[A]=1/6

» Conceito frequencista (a posteriori): Consideremos um experiéncia
aleatoria realizada N vezes em que o acontecimento A se verificou n
vezes. Designa-se por frequéncia relativa de A

n
fA — ﬁ
Devido a regularidade, quando N aumenta f, tende a estabilizar e
portanto P[A]= lim fA
N—+o0
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Conceitos de probabilidades

» Conceito subjectivo ou personalista: baseado no grau de
credibilidade ou confianca dado ao acontecimento

= Exemplo: A minha filha vai passar no exame de conducao com 95% de

confianca 1

Probabilidade baseada no conhecimento da pessoa
Nao é possivel aplicar os outros conceitos
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Teoremas

> Teoremas:

T1:P[A]=1-P[A],VA € Q
Dem:Q=AUA = P[Q[=P[AUA] < P[Q[=P[A]+P[A]< 1=P[A]+P[A]

mut.exc.

& P[A]=1-P[A]

T2:P[D]=0
Dem:Q=QuU Y = P[Q[=P[QUJ] < P[Q[=P[Q]+P[L]<=1=1+P[D]

mut.exc.
& P[D]=1-1=0
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Teoremas

T3:P[B-A]=P[B]-P[ANB],VABecQ
Dem:B=BNQ=B=BN(AUA) =B=(BNAUBNA =
B=(AnB)u(B-A) = P[B]=P[(AnB)uU(B-A)]

& P[B]=P[ANB]+P[(B- A)]< P[(B- A)]=P[B]-P[ANB]

mut.exc.

Nota :a partir de T3 vem que :
scAc B=P[B-A]=P[B]-P[A]
Dem:Se A c B= P[AnB]=P[A]
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Teoremas

T4 :P[A UB]= P[A]+ P[B]- P[ANB],VABcQ

Dem:AUB=(AUB)NQ=AUB=(AUB)N(AUA = AUB=(ANAUBNA =

AuB—Au(Bmﬂ):AuB—Au(B—A):>P[AuB]:P[Au(B—A)]
< P[AUB]=P[A]+P[(B- A)]<:>P[AUB] P[A]+P[B]-P[AnB]

mut.exc.

GenT4:P[OAi]:Zn:P[A]—nZ_: Zn:P[A NA] 7 Y S PIA NA NA].

i=1 j=i+l i=1 j=i+lk=j+1

+(-D™P[ANA N.A]

Nota: Seja A um acontecimento impossivel. Entao P[A]=0

Contudo se P[A]=0 nao significa que o acontecimento seja impossivel.
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Probabilidade condicional

» Dados dois acontecimentos A e B tais que P[B]>0, a
probabilidade de A se realizar dado que B se realizou € dada

por
P[A N B]

P[A/B]= -

m) P[ANB]=P[A/B]xP[B]

» De modo analogo, se P[A]>0 tem-se que

P[B/A]:P[ﬁ[Z]B] m) P[ANB]=P[B/A]xP[A]
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Axiomas e Teoremas

Seja P[B]>0:
= P[A/B]=0, paratodoo AeB
- P[Q/B]=1

= P[(A;UA,)/B]1= PI[A,/B]J+P[A,/B], em que A,e A, sdo
acontecimentos definidos em Q e mutuamente exclusivos,
ou seja A\NA,Jd

Teoremas:
T1:P[A/B]=1-P[A/B]
T2:P[D/B]=0
T3:P[(A,—A,)B]=P[A,/B]-[(A,NA,)/B]
T4:P[(A, VA,)/B]=P[A,/B]+P[A/B], —-[(A, N"A,)/B]
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Acontecimentos independentes

» Dois acontecimentos, A e B, dizem-se independentes se P[A/B]=P[A] ou
P[B/A]=P[B]
» Da definigao anterior resulta o seguinte:

= Dois acontecimentos, A e B, sdo independentes se e s6 se P[ANB]=P[A]xP[B]
(mesmo que P[A]=0 ou P[B]=0)

» Teoremas: Se A e B sao acontecimentos independentes entao
= A e Btambem sao independentes, A e B também sao independentes
= A e Btambém sao independentes

» Generalizando: Os acontecimentos A,, A,, ..., A, sdo independentes se
P[A; N A ]=P[A]xP[A;],V1,]j:1#] independentes 2 a 2

P[A, mAj NA, = P[Ai]xP[Aj]xP[Ak]‘v’i,j,k:i #],1#k,j#k Indep.
3a3

0 0 Nota: Os acontecimentos podem ser independentes
P[l___l[Ai] - l___IIP[Ai] 2a2masnaoserem3al,4a4,etc e, como tal,
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Notas

» Dolis acontecimentos de probabilidade nao nula
nao podem ser simultaneamente independentes
e mutuamente exclusivos

= Dem: Se P[A]>0 e P[B]>0 entao sendo
independentes vem que P[ANB]=P[A]P[B]>0, logo
nao podem ser mutuamente exclusivos
» SO quando um dos acontecimentos for
iImpossivel, ou seja com probabilidade nula, &
gue dois acontecimentos podem ser
Independentes e mutuamente exclusivos

Maria Joao Cortinhal 08/09 16



Particao

» Diz-se que os acontecimentos A, A,,...,A,,
definem uma particao em Q) quando:

n
U A, =Q:aunido de todos € o espaco de resultados
=1

A ﬂAj =J,1# ], 1,]=1,2,...,n :sdo imcompativeis 2 a 2

P[A.)>0,1=1,2,...,n:todos tém probabilidade ndo nula
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Teorema da Probabilidade Total

» Sejam A A,,...,A, acontecimentos que definem
uma particaco em Q e B um qualquer
acontecimento definido em Q. Entao

— Zn:P[B/Ai]xP[Ai]

Dem:B=BNnQ=BnN(A,UA, u...uAn)=(BmAl)u(BmAz)u...u(BmAn)=U(BmAi)

i1
=P JBNA))]
i=l1
Mas os acontecimentos A definem uma particdoem Q logo A, NA;=J=(BNA)N(BNA)=3C.

Desta forma, P[|_J(BNA,)]=) P[BNA,]
i=l i=l1

Por defini¢do de probabilidade condicionada vem que Z P[BNA.] Z P[B/A,]xP[A]

i=1 i=1
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Exemplo

YV VY

Sejam M,, M, e M, trés maquinas utilizadas na produgao de parafusos.
Suponhamos que:

= M, produz 25% dos parafusos sendo 5% defeituosos
= M, produz 35% dos parafusos sendo 2% defeituosos
= M, produz 40% dos parafusos sendo 4% defeituosos
Seja D: “um parafuso, escolhido ao acaso, ser defeituoso”. Qual a P[D]?
Resolucao:
Sejam
= A,: “um parafuso, escolhido ao acaso, provir de M,
= A,: “um parafuso, escolhido ao acaso, provir de M,
= Aj;: “um parafuso, escolhido ao acaso, provir de M,
A,, A,, A; formam uma particao pois:
= Apenas as maquinas M,, M,, M; podem produzir parafusos
= (Cada parafuso é produzido numa unica maquina
= Qualquer maquina produz parafusos

”»
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Continuacao do exemplo

» Pelo enunciado sabemos que:
" P[A]=0,25; P[A;]=0,35; P[A;]=0,40
= P[D/A,]=0,05; P[D/A,]=0,2; P[D/A;]=0,04

» Entao, como estamos perante uma particao
podemos aplicar o teorema da probabilidade
total:

3
P[D]=> P[D/AJP[A]=0,25x0,05+0,35x0,02+0,4x 0,04 =
i=1

=0,00355
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Formula de Bayes

» Sejam A A,,...,A, acontecimentos que definem uma
particdo em Q e B um qualquer acontecimento definido
em Q. Entao

pia/B] = m L PBAL 515
> P[B/A]xP[A ]
j=1
Dem:
p(A/B] = CAOBL _ PIAIXPIBAL - PIAXPIBIAL 5
Por def. P[B] Por def. P[B] Teo. Prob.Total Zn: P[AJ ] x P[B/AJ ]

j=1
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Exemplo

» Consideremos o exemplo anterior.

» Suponhamos que se tirou um parafuso defeituoso. Qual
é a probabilidade de ele provir da maquina M,?

= Queremos determinar P[A,/D]

= Como estamos perante uma particado, podemos
aplicar a formula de Bayes:

P[D/A,JP[A,]  0,25x0,05

3
S PD/APA] 0P

=1

P[A /D]= = 0,352

=0,00355
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