Teorla das Probabilidades

Experiéncia aleatoria

Observacao de uma accao cujos resultados ndo sao
conhecidos a priori (conhecendo-se no entanto quais as
possibilidades)

Caracteristicas:

« Possibilidade de repeticdo da experiéncia em condic¢des similares

« Nao se conhece o resultado final, mas conhecem-se quais 0s
resultados possiveis

«  Existem regularidades quando a experiéncia € repetida muitas
vezes
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Espaco de Resultados (Q2)

E o0 conjunto de todos os resultados possiveis

Ex: Quando langamos um dado, ndo sabemos que resultado ira sair ao certo, mas
sabemos que Q={1, 2, 3,4, 5, 6}

Se o espaco de resultados for finito ou infinito numeravel,
diz-se espaco de resultados discreto

Ex: O caso acima
Contagem diaria do n° de acidentes na A1 = Q =|[N,={0, 1, 2, ...}

Se 0 espaco de resultados for infinito ndo numeravel, diz-se
espaco de resultados continuo
Ex: Num centro telefonico de numa linha de apoio regista-se a hora de chegada

das chamadas recebidas. O centro funciona 24h por dia.
Q ={X: 0<=X<24}
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Acontecimento (A, B, C, ...)

«  Um acontecimento € um qualquer subconjunto do espaco de
resultados (Q)

Ex: Langa-se um dado e regista-se 0 n° saido
Acontecimento:

Saida de face par > A={2, 4, 6}
Saida de 6 > B = {6} (Acontecimento elementar)
Saida de n° inferiora 3 - C={1, 2}

Saida de um n® menor ou igual a 6 > D= Q (Acontecimento
certo)

Saida de um 7 2 E={}= & (Acontecimento impossivel)

« S0 apos a realizagdo da experiéncia poderemos afirmar que
certo acontecimento se realizou, ou ndo. Sendo o um
resultado, diz-se que A se realizou se o € A.
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Acontecimento

Algo que a experiéncia aleatoria pode produzir, mas ndo se realiza
necessariamente.

Este conceito sO tem sentido antes da experiéncia aleatoria se realizar.

Resultado
Algo que a experiéncia aleatoria produziu.

Este conceito so tem sentido depois de realizada a experiéncia.

N° subconjuntos do Q: 2#©
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Algebra de acontecimentos

Uniao de acontecimentos (AuUB)

Dados dois acontecimentos A e B, a unido dos acontecimentos € ainda um
acontecimento, que se realiza sempre que A ou B se realizarem (um, outro
ou 0s dois)

Interseccdo de acontecimentos (ANB)

Dados dois acontecimentos A e B, a interseccdo destes acontecimentos é
ainda um acontecimento, que se realiza sempre gue A e B se realizarem (0s
dois em simultaneo)

Diferenca de acontecimentos (A-B ou A\B)

Dados dois acontecimentos A e B, a sua diferenca A-B é ainda um
acontecimento: aquele que se realiza sempre que se realiza A mas nao B
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Algebra de acontecimentos

Acontecimento complementar (A€ ou A (o contrario de A)

Dado um acontecimento A, chama-se acontecimento complementar a A ao conjunto
de todos os elementos de Q2 que ndo estdo em A, pois At=Q - A

Acontecimentos mutuamente exclusivos

Os acontecimentos A e B dizem-se mutuamente exclusivos se a realizagdo de um
Implica a ndo realiza¢éo do outro, i.e., a intersec¢do é um conjunto vazio (AnB =

%)
Acontecimentos idénticos (A = B)

A e B sdo acontecimentos idénticos se e so se a realizacdo de um implica a
realizacdo do outro

A é subacontecimento de B (A C B)

Diz-se que A é subacontecimento de B se e s0 se a realizacdo de A implica a
realizacao de B.
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Algebra de acontecimentos (em Diagramas de Venn)
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Propriedades das operacoes

Comutativa
Sair “2” ou sair “4” ¢ 0 mesmo que sair “4” ou sair “2”
AuB=BUA ANnB=BnA
Associativa

Sair “2” ou sair (4 ou 6) € 0 mesmo que sair (2 ou 4) ou sair 6

Au(BuC)=(AuB)uC AnBnNnC)=(AnB)NnC

Distributiva

Sair 2 e (par ou menor gque 4) € 0 mesmo que sair
(2 e par) ou (2 e menor que 4)

Au(BNnC)=(AuB)n(AuC)
ANn(BuC)=(AnB)U(ANC)
Idempoténcia

Sair 2 ou 2 é 0 mesmo que sair 2 AUA=A
Sair par e par € 0 mesmo gque sair par ANnA=A
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Propriedades das operacoes
. Leis do Complemento
Sair par ou impar é o mesmo que “tudo” AUAC=Q

Sair par e impar é o mesmo que “nada” ANA‘=J

. Leis de Morgan
NAo sair (2 ou 4) é ndo sair 2 e no sair 4 (AuB)=AtN B¢
NAo sair (2 e 4) é N&o sair 2 ou nio sair 4 (ANB)¢=AcuUBC®

. Elemento neutro
Sair (2) ou sair (maior que 7) (ou seja, impossivel) é sair (2) AU =A
Sair (2) e sair (menor que 7) (ou seja, certo) é sair (2) ANQ=A

. Elemento absorvente
Sair (2) ou sair (menor que 7) (ou seja, certo) é certo AuQ=Q

Sair (2) e sair (maior que 7) (ou seja, impossivel) é impossivel AN =0
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Conceitos de probabilidades

«  Conceito classico de probabilidade (a priori)

Quociente entre 0 numero de casos favoraveis a realizagao de certo
acontecimento e o nimero total de casos possiveis, desde que todos 0s
casos sejam igualmente provaveis

«  Conceito frequencista de probabilidade (a posterior)

Se em N realizacGes de uma experiéncia, o acontecimento A se realizou
n vezes,
P[A]=fA=n/N

«  Conceito subjectivo de probabilidade

Grau de credibilidade ou de confianca na realizacao de certo
acontecimento expressado pelo agente decisor
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Axiomas da teoria das probabilidades

1. Para todo o acontecimento A de Q, P[A] >0

2. Para todo o acontecimento A de Q, P[Q] =1

3. Sendo A e B dois acontecimentos taisque ANB =90
(e que se designam por mutuamente exclusivos),

P[A U B] = P[B] + P[A]

(geralmente apresentado sob a forma da conjuncao de n acontecimentos
mutuamente exclusivos)
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De onde resulta que:

P[AC] = 1 - P[A]

P[] =0

P[A] <1

P[A — B] = P[A] - P[A N B]

P[A U B] = P[A] + P[B] - P[A N B]

Este resultado pode ser generalizado para mais acontecimentos.

Caso particular:

P[A u B u C] =P[A] + P[B] + P[C]
—~P[ANB]-P[ANC]-P[BNC]
+ PIAN BN C]
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Exemplo:
Numa corrida de cavalos correm 3 cavalos A, B e C,

tendo B o dobro da probabilidade de A de ganhare C
o dobro de B. Qual a probabilidade de B u C?
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Probabilidades condicionadas ( P[A|B] )

A probabilidade de um acontecimento A condicionada a
ocorréncia de outro, B (de probabilidade nao nula) consiste na
restricao do espaco de resultados global, Q, ao sub-espaco B
(ou seja, no calculo da proporcao entre a parte de A que é
comum a B sobre o total de B). Isto é:

para P[B] >0

PlAB|= P[Q[Q]B]
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AXxiomas e teoremas (véalidos para probabilidades

condicionadas)

Sendo B um acontecimento tal que P[B] > O:

P[AIB] >0
P[QB] =1
P[(A, U A))|B] = P[A,B] + P[A,|B] - P[A;n A, |B]

P[AnBANC]
P[C]

Pl[ANB[C]=

P[A\B|C] = P[A|C] — P[ANB|C]
P[A n B] = P[A] . P[B|A] = P[B] . P[A|B], com P[A] >0 e P[B] >0
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Acontecimentos independentes

Dois acontecimentos, A e B, de probabilidade nao nula,
dizem-se independentes se

P[A|B] = P[A] ou P[B|A] = P[B]

Ou seja, a probabilidade de realizacdo de um néo €
Influenciada pela realizacéao do outro

]:P[AmB]

Como de P|AB se retira que
P[B]

P[A n B] = P[A|B] . P[B]
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Acontecimentos independentes

Entdo, se A e B forem independentes,

P[A n B] = P[A] . P[B]

Reciprocamente, se P[A N B] = P[A] . P[B], entao os
acontecimentos sao independentes

Isto significa que, em termos praticos, dois acontecimentos de
probabilidade ndo nula sdo independentes se e sé se a
probabilidade da interseccao igualar o produto das respectivas
probabilidades.
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Teoremas (validos para acontecimentos independentes)

«  Se A e B sao acontecimentos independentes, entao:

« AeB‘também o sdo
« ACeBtambém o sdo
« ACeBC®também o sao

«  Os acontecimentos A, B e C dizem-se independentes se e sO

Se.
-« P[ANnBANC]=P[A].P[B].P[C]
- P[ANB]=P[A].P[B]
- P[ANC]=P[A].PIC]
- P[BnC]=PIB].P[C]
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Acontecimentos independentes vs acontecimentos mutuamente
exclusivos

. Sejam A e B dois acontecimentos tais que P[A] >0 e P[B] >0

. Assim, em geral, dois acontecimentos de probabilidade ndo nula nédo
podem ser simultaneamente independentes e mutuamente exclusivos, ja
que, sendo independentes,

P[A N B] =P[A].P[B] >0

e se fossem mutuamente exclusivos PIA N B] =0
. Caso particular: quando um deles for o acontecimento impossivel. Este €

sempre, por definicdo, independente e mutuamente exclusivo de todo e
gualquer outro acontecimento.
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Particao em Q (Teorema da probabilidade total)

Definicéo de particio:

Diz-se que n acontecimentos A, A,, ..., A, definem uma particdo em €2,
quando se verificam em simultaneo as seguintes condicoes:

1) A unido de todos 0s acontecimentos é o proprio espaco de resultados
AJVUA,U..UA,=Q

I1) Os acontecimentos sdo mutuamente exclusivos dois a dois, i.e.,
AINA =0 , 1), 1,)=1,..,n

11i) Todos os acontecimentos tém probabilidade néo nula, i.e.,
P[Ai]>0,i=1,..,n
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Teorema da probabilidade total

Se A, A, ..., A, definem uma particao sobre Q, entdo para qualquer
acontecimento B definido nesse espaco tem-se que:

P]=> P[8/A] P[A]

(ou seja,)
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Teorema da probabilidade total
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Formula de Bayes

Se A, A, ..., A, definem uma particao sobre Q, entao, para
qualquer acontecimento B definido nesse espaco, com P[B]>0,
tem-se que:

Pla Pl |

P[Aj\B]z , paraj=1...,n

P[Ai] P[B‘Ai]

n
i=1



